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ВВЕДЕНИЕ 

Целью выполнения контрольной работы по курсу «Методы принятия управленческих решений» («Математическое программирование») является совершенствование навыков построения математических моделей и решения линейных оптимизационных задач с ограничениями. 

Перед выполнением заданий студент должен ознакомиться с соответствующими теоретическими разделами курса и ответить на вопросы для самоконтроля, помещенные в конце каждой задачи.

Задача 1 заключается в отыскании минимума линейной функции двух переменных в замкнутой области геометрическим путем. При решении в первую очередь необходимо построить область допустимых значений переменных, заданную системой неравенств. Направление роста целевой функции определяется вектором-градиентом, координаты которого равны коэффициентам при неизвестных в целевой функции. Для получения оптимального решения следует построить вектор-градиент, провести какую-либо линию уровня целевой функции перпендикулярно градиенту и перемещать ее в направлении антиградиента до достижения точки минимума.

В задаче 2 требуется построить математическую модель задачи максимизации прибыли производственного предприятия и определить оптимальный план производства, а также сформулировать и решить двойственную задачу. Следует обратить внимание на экономический смысл задач и входящих в них переменных. В конце решения следует дать экономическую интерпретацию результатов.

Задача 3 рассматривает частный случай ЗЛП – транспортную задачу по критерию стоимости. Перед началом решения следует проверить, является ли модель задачи закрытой. Если нет, то следует преобразовать ее в закрытую путем введения фиктивного поставщика (потребителя). Начальное распределение поставок проводится методами северо-западного угла и наименьших затрат. Оптимизировать следует распределение, полученное методом северо-западного угла. В конце решения необходимо определить, является ли найденный оптимальный план единственным, и пояснить, почему.

Задача 4 предназначена для знакомства с основными понятиями матричной теории игр и минимаксными чистыми стратегиями.

Дополнительно к ручному просчету каждую задачу рекомендуется решить в MS Excel с использованием надстройки «Поиск решения». Это позволит проверить найденное решение, а также будет способствовать развитию навыков использования прикладных программных продуктов. Основные сведения о решении оптимизационных задач в MS Excel приведены в Приложении.

Выбор варианта задания осуществляется по номеру зачетки в соответствии с таблицей:
Указания по выбору варианта для студентов заочной формы обучения

	Последние 2 цифры номера зачетной книжки
	№ 

варианта
	Последние 2 цифры номера зачетной книжки
	№ 

варианта
	Последние 2 цифры номера зачетной книжки
	№ 

варианта

	01, 31, 61, 91
	1
	11, 41, 71
	11
	21, 51, 81
	21

	02, 32, 62, 92
	2
	12, 42, 72
	12
	22, 52, 82
	22

	03, 33, 63, 93
	3
	13, 43, 73
	13
	23, 53, 83
	23

	04, 34, 64, 94
	4
	14, 44, 74
	14
	24, 54, 84
	24

	05, 35, 65, 95
	5
	15, 45, 75
	15
	25, 55, 85
	25

	06, 36, 66, 96
	6
	16, 46, 76
	16
	26, 56, 86
	26

	07, 37, 67, 97
	7
	17, 47, 77
	17
	27, 57, 87
	27

	08, 38, 68, 98
	8
	18, 48, 78
	18
	28, 58, 88
	28

	09, 39, 69, 99
	9
	19, 49, 79
	19
	29, 59, 89
	29

	00, 10, 40, 70
	10
	20, 50, 80
	20
	30, 60, 90
	30


Требования к оформлению. Отчеты по задачам должны быть выполнены с соблюдением всех требований, предъявляемых к оформлению документов в учебном процессе. Все расчеты должны быть выполнены без округлений, дробные результаты – представлены в обыкновенных дробях. При нахождении решения геометрическим методом все графики должны быть выполнены с соблюдением масштаба.

1. ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯЪ

1.1. Общая постановка задачи линейного программирования

В общем виде задачу линейного программирования можно сформулировать следующим образом: найти экстремум (максимум или минимум) целевой функции
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Оптимальным решением (или оптимальным планом) задачи ЛП называется решение Х = (х1, х2, …, хп), удовлетворяющее указанным ограничениям, при котором целевая функция принимает оптимальное (максимальное или минимальное) значение.

Термины «решение» и «план» – синонимы, однако первый используется чаще, когда речь идет о формальной стороне задачи (ее математическом решении), а второй – о содержательной стороне (экономической интерпретации).

Если система ограничений содержит только неравенства, то ЗЛП называется стандартной, если только равенства – канонической. 

Любая задача линейного программирования может быть сведена к каноническому виду. Для этого во все ограничения-неравенства необходимо ввести дополнительные переменные xn+i, положив:
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Можно показать, что общая задача ЛП имеет решение тогда и только тогда, когда соответствующая ей каноническая ЗЛП имеет решение.

1.2. Геометрическая интерпретация и графическое решение задачи линейного программирования

Геометрическая интерпретация экономических задач дает возможность наглядно представить их структуру, выявить особенности и открывает пути исследования бо​лее сложных свойств. ЗЛП с двумя переменными всегда можно решить графически. Однако уже в трехмерном пространстве такое решение усложняется, а в простран​ствах, размерность которых больше трех, графическое решение, вообще говоря, невозможно.

Случай двух переменных не имеет особого практиче​ского значения, однако его рассмотрение проясняет свой​ства ЗЛП, приводит к идее ее решения, делает геомет​рически наглядными способы решения и пути их практи​ческой реализации.

Пусть дана задача
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 (1.1)

Дадим геометрическую интерпретацию элементов этой задачи. Каждое из ограничений задает на плоскости 
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 некоторую полуплоскость. Полу​плоскость – выпуклое множество. Но пересечение любого числа выпуклых множеств является выпуклым множест​вом. Отсюда следует, что область допустимых решений задачи (1.1)  есть выпуклое множество.

Напомним, что выпуклым называют множество, кото​рое вместе с любыми своими точками x(1) и х(2) содержит и все точки х отрезка [x(1); х(2)], т. е. точки x = λ х(1)  + (1-λ) х(2), где 0(((1. Иногда это свойство записывают иначе: 
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На рис. 1.1 представлены возможные ситуации, когда область допустимых решений ЗЛП — выпуклый много​угольник (а), неограниченная выпуклая многоугольная область (б), единственная точка (в), луч (г), отрезок (д), пустое множество (е).
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Рис. 1.1. Области допустимых решений ЗЛП

Перейдем к геометрической интерпретации целевой функции. Пусть область допустимых решений ЗЛП – не​пустое множество, например многоугольник 
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 (рис. 1.2). Выберем произвольное значение целевой функ​ции F=F0. Получим 
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. Это уравнение пря​мой линии. В точках прямой NM целевая функция сохра​няет одно и то же постоянное значение F0. Считая в ра​венстве (1.1) F параметром, получим уравнение семей​ства параллельных прямых, называемых линиями уровня целевой функции (линиями постоянного значения).
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Рис.1.2. Графическое решение ЗЛП

Возникает вопрос: как установить направление возра​стания (убывания) целевой функции? Найдем частные производные целевой функции по х1 и x2:
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Частная производная функции пока​зывает скорость ее возрастания вдоль данной оси. Следо​вательно, 
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– скорости возрастания F соответст​венно вдоль осей Ох1 и Ох2. Вектор с = (
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) называ​ется градиентом функции. Он показывает направление наискорейшего возрастания целевой функции. Вектор -с указывает направление наискорейшего убывания целевой функции. Его называют антигра​диентом.

Вектор с = (
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) перпендикулярен к прямым F = const семейства 
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Из геометрической интерпретации элементов ЗЛП вы​текает следующий порядок ее графического решения.

1. С учетом системы ограничений строим область допустимых решений (.

2. Строим вектор с = (
[image: image20.wmf]1

с

;
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) наискорейшего возра​стания целевой функции – вектор градиентного направ​ления.

3. Проводим произвольную линию уровня F=F0 (про​ще всего провести линию F=0, перпендикулярную к век​тору с).

4. При решении задачи на максимум перемещаем ли​нию уровня F=F0 в направлении вектора с так, чтобы она касалась области допустимых решений в ее крайнем по​ложении (крайней точке) (на рис. 1.2 – до точки А4). В случае решения задачи на минимум линию уровня F=F0 перемещают в антиградиентном направлении (на рис. 1.2 – до точки А1).

5. Определяем оптимальный план х* и экстре​мальное значение целевой функции F*=f(x*).

Как видно из рис. 1.3, возможны следующие случаи:

1) оптимальный план единственный: линия уровня и область допустимых решений в разрешающем положе​нии имеют одну общую точку (рис. 1.3, а);

2) оптимальных планов бесконечное множество: в раз​решающем положении линия уровня проходит через сто​рону области допустимых решений (рис. 1.3, б);

3) целевая функция не ограничена:  линия уровня, сколько бы ее ни перемещали, не может занять разрешаю​щего положения (рис. 1.3, в, г);

4) область допустимых решений состоит из единствен​ной точки, где целевая функция достигает одновременно и максимального, и минимального значений (рис. 1.3, д);

5) задача не имеет решения; область допустимых ре​шений – пустое множество, т. е. система ограничений задачи несовместна (рис. 1.3,е).
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Рис. 1.3. Различные  случаи графического решения ЗЛП

1.3. Свойства решений задачи линейного программирования

Теорема 1. Множество всех допустимых решений системы ог​раничений задачи линейного программирования является выпуклым.

В дальнейшем множество всех допустимых решений задачи линейного программирования, а точнее, выпуклый многогранник или выпуклую многогранную область, будем называть одним термином – многогранником решений.

Ответ на вопрос, в какой точке многогранника решений воз​можно оптимальное решение задачи линейного программирова​ния, дается в следующей теореме.

Теорема 2. Если задача линейного программирования имеет оп​тимальное решение, то линейная функция принимает максимальное значение в одной из угловых точек многогранника решений. Если ли​нейная функция принимает максимальное значение более чем в одной угловой точке, то она принимает его в любой точке, являющейся выпуклой линейной комбинацией этих точек.

Требование ограниченности многогранника решений в теореме является существенным, так как в случае неограниченной многогранной области не каждую точку такой области можно представить выпуклой линейной комбинацией ее угловых точек.

Данная теорема указывает принципиальный путь решения задач линейного про​граммирования. Действительно, согласно этой теореме вместо исследования бесконечного множества допустимых решений для нахождения среди них искомого оптимального решения необхо​димо исследовать лишь конечное число угловых точек много​гранника решений.

Следующая теорема посвящена аналитическому методу нахождения угловых точек.

Теорема 3. Каждому допустимому базисному решению задачи линейного программирования соответствует угловая точка многогранника решений, и наоборот, каждой угловой точке многогранника решений соответствует допустимое базисное решение.

Из теорем 2 и 3 непосредственно вытекает важное следст​вие: если задача линейного программирования имеет оптимальное решение, то оно совпадает, по крайней мере, с одним из ее допусти​мых базисных решений.

Итак, оптимум линейной функции задачи линейного программиро​вания следует искать среди конечного числа ее допустимых базисных решений.

1.4. Симплекс-метод. Геометрическая интерпретация симплекс-метода

Выше был указан путь решения любой задачи линейного программирования: перебрать конечное число допустимых базисных решений системы ограни​чений и выбрать среди них то, на котором функция цели прини​мает оптимальное значение. Геометрически это соответствует пе​ребору всех угловых точек многогранника решений. Такой пере​бор в конце концов приведет к оптимальному решению (если оно существует), однако его практическое осуществление связано с огромными трудностями, так как для реальных задач число допус​тимых базисных решений хотя и конечно, но может быть чрезвы​чайно велико.

Число перебираемых допустимых базисных решений можно сократить, если производить перебор не беспорядочно, а с учетом изменений линейной функции, т.е. добиваясь того, чтобы каждое следующее решение было "лучше" (или, по крайней мере, "не хуже"), чем предыдущее, по значениям линейной функции (увеличение ее при отыскании максимума 
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, уменьшение – при отыскании минимума 
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Такой перебор позволяет сократить число шагов при отыска​нии оптимума. 
Идея последовательного улучшения решения легла в основу универсального метода решения задач линейного программирова​ния – симплексного метода (симплекс-метода).
Геометрический смысл симплексного метода состоит в последо​вательном переходе от одной вершины многогранника ограничений (называемой первоначальной) к соседней, в которой линейная функция принимает лучшее (по крайней мере, не худшее) значение (по отношению к цели задачи) до тех пор, пока не будет найдено оптимальное решение – вершина, где достигается оптимальное значение функции цели (если задача имеет конечный оптимум).
Симплексный метод, позволяющий решить любую задачу ли​нейного программирования, универсален. В настоящее время он используется для компьютерных расчетов, однако несложные при​меры с применением симплексного метода можно решать и вручную.

Для реализации симплексного метода – последовательного улучшения решения – необходимо освоить три основных элемента:
· способ определения какого-либо первоначального допустимого базисного решения задачи;
· правило перехода к лучшему (точнее, не худшему) решению;
· критерий проверки оптимальности найденного решения. 

Для использования симплексного метода задача линейного программирования должна быть приведена к каноническому виду, т.е. система ограничений должна быть представлена в виде урав​нений.

1.5. Симплекс-таблицы

Реализация симплекс-метода значительно упрощается при использовании таблиц специального вида, называемых симплекс-таблицами.

Рассмотрим задачу линейного программирования в каноническом виде и предположим, что известно какое-либо допустимое базисное решение этой задачи. Без ограничения общности можно считать, что базисный минор, соответствующий неосновным (свободным) переменным задачи, расположен в первых т столбцах системы ограничений. Тогда с помощью эквивалентных преобразований систему можно привести к следующему виду:
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(1.2)
Т.к. базисное решение является допустимым, то все 
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. Целевая функция, выраженная через свободные переменные, имеет вид
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Запишем коэффициенты системы (1.2) и целевой функции в таблицу следующим образом (табл. 1.1):

Таблица 1.1
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Предположим, что задача линейного программирования решается на максимум. Рассмотрим строку, содержащую коэффициенты целевой функции, и проверим выполнение критерия оптимальности. Возможны следующие варианты:

1. В строке целевой функции нет положительных коэффициентов. Тогда в соответствии с изложенным ранее, найденное допустимое решение является оптимальным. Полагая переменные 
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 равными нулю, находим 
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2. В строке целевой функции есть положительный коэффициент 
[image: image36.wmf])
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. Выделим в таблице соответствующий столбец (он называется разрешающим или опорным). В соответствии с симплекс-методом переменную 
[image: image37.wmf]l
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 следует перевести в базисные, поскольку ее увеличение приведет к росту значения целевой функции. Рассмотрим ограничения, накладываемые на рост переменной 
[image: image38.wmf]l

x

. Если все коэффициенты разрешающего столбца системы ограничений неположительны, то ни одно из уравнений не накладывает ограничений на рост 
[image: image39.wmf]l
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 и, следовательно, целевая функция не ограничена сверху (
[image: image40.wmf]¥
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). Если в столбце 
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 есть положительные коэффициенты, то в качестве разрешающей выбираем строку с минимальным оценочным отношением, т.е. находим номер k базисной переменной из условия
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Элемент 
[image: image43.wmf])
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, стоящий на пересечении разрешающих строки и столбца, называется разрешающим элементом.

Опишем процедуру перехода к новой симплекс-таблице и новому допустимому решению, увеличивающему значение целевой функции. Для построения новой симплекс-таблицы необходимо выполнить следующие операции:

1) поменять местами переменные 
[image: image44.wmf]k

x

 и 
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x

;

2) на место разрешающего элемента поставить число 
[image: image46.wmf])
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a

;

3) на остальных местах разрешающей строки записать соответствующие элементы исходной таблицы, деленные на разрешающий элемент;

4) на свободные места разрешающего столбца поставить со знаком 
«-» соответствующие элементы исходной таблицы, деленные на разрешающий элемент;

5) остальные элементы вычислить по правилу прямоугольника (рис. 1.4):
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Рис. 1.4. Правило прямоугольника

Для полученной симплекс-таблицы снова проверяем критерий оптимальности и т.д., до тех пор, пока не будет получено оптимальное решение или доказано его отсутствие.

1.6. Построение и свойства двойственных задач

Имея математическую модель задачи линейного программирования, можно легко построить модель двойственной к ней задачи, используя сле​дующие взаимосвязи.

1. Если прямая задача на максимум, то двойственная к ней – на минимум, и наоборот.

2. Коэффициенты 
[image: image49.wmf]j

c

 целевой функции прямой задачи являются свободными членами ограничений двойственной задачи.

3. Свободные члены 
[image: image50.wmf]i

b

 ограничений прямой задачи являются коэффициентами целевой функции двойст​венной.

4. Матрицы ограничений прямой и двойственной задач являются транспонированными друг к другу.

5. Если прямая задача на максимум, то ее система ограничений представляется в виде неравенств типа 
[image: image51.wmf]£

. Двойственная задача решается на минимум, и ее система ограничений имеет вид неравенств типа 
[image: image52.wmf]³

.

6. Число ограничений прямой задачи равно числу пере​менных двойственной, а число ограничений двойствен​ной – числу переменных прямой.

7. Все переменные в обеих задачах неотрицательны. 

Очевидно, что задача, двойственная двойственной, сов​падает с исходной. Поэтому безразлично, какую задачу принять в качестве прямой, а какую – в качестве двойственной. Сле​дует говорить о паре взаимно двойственных задач.

1.7. Основные теоремы двойственности и их экономическое содержание

Рассмотрим пару двойственных ЗЛП (3.1) и (3.2).
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Теорема 4. Для любых допустимых планов х = 
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,...,

(

1

n

x

х

 и  
Y = 
[image: image56.wmf])

,...,

(

1

m

y

y

 прямой и двойственной ЗЛП справед​ливо неравенство z(x)
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f(y), т. е.
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Теорема 5. (критерий оптимальности Канторовича). Если для некоторых допустимых планов х* и Y* пары двойственных задач выполняется равенство z(x*) = f(y*), то х* и Y* являются оптимальными планами соответст​вующих задач.

Теорема 6 (малая теорема двойственности). Для су​ществования оптимального плана любой из пары двойст​венных задач необходимо и достаточно существование допустимого плана для каждой из них.

Теорема 7 (первая теорема двойственности). Если одна из двойственных задач имеет оптимальное решение, то и другая имеет оптимальное решение, причем экстремальные значения целевых функ​ций равны: z(x*) = f(y*). Если одна из двойственных задач неразрешима вследствие неограниченности целевой функции на множестве допустимых решений, то система ограничений другой задачи противоречива.

Рассмотрим пару симметричных двой​ственных задач (1.3) и (1.4). Вводя дополнительные переменные хn+1, ..., хn+m в прямую зада​чу и  ym+1, ..., ут+п в двойственную, приводим модели задач к канони​ческому виду.

Теперь между переменными двойственных задач можно установить соответствие, сопоставляя свободным перемен​ным одной задачи базисные переменные другой, и на​оборот:
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Теорема 8 (о дополняющей нежесткости). Для того чтобы планы х* и Y* пары двойственных задач были опти​мальными, необходимо и достаточно выполнение условий:
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(1.6)

Условия (1.5), (1.6) называются условиями допол​няющей нежесткости. Из них следует: если какое-либо ограничение одной из задач ее оптимальным планом обра​щается в строгое неравенство, то соответствующая компо​нента оптимального плана двойственной задачи должна равняться нулю; если же какая-либо компонента опти​мального плана одной из задач положительна, то соответ​ствующее ограничение в двойственной задаче ее опти​мальным планом должно обращаться в строгое равенство.

Экономически это означает, что если по некоторому оптимальному плану х* производства расход i-го ресурса строго меньше его запаса, то в оптимальном плане соответствующая двойственная оценка единицы это​го ресурса равна нулю. Если же в некотором оптимальном плане оценок его 
i-я компонента строго больше нуля, то в оптимальном плане производства расход соответствую​щего ресурса равен его запасу. Отсюда следует вывод: двойственные оценки могут служить мерой дефицитности ресурсов. Дефицитный ресурс (полностью используемый по оптимальному плану производства) имеет положитель​ную оценку, а ресурс избыточный (используемый не полно​стью) имеет нулевую оценку.
Рассмотрим задачу определения оптимального плана выпуска продукции. Предположим, что запасы ресурсов могут изменяться. Возникает вопрос: как эти изменения сказываются на экстремальном значении выручки предприятия? На этот вопрос отвечает следую​щая теорема.

Теорема 9 (об оценках). Двойственные оценки пока​зывают приращение функции цели, вызванное малым из​менением свободного члена соответствующего ограниче​ния задачи математического программирования, т.е.
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Отсюда следует, что ве​личина двойственной оценки численно равна изменению целевой функции при изменении соответствующего сво​бодного члена ограничений на единицу. В прикладных задачах двойственные оценки уi*  называют скрытыми, теневыми ценами или маргинальными оценками ресурсов.
2. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА

2.1. Постановка транспортной задачи по критерию стоимости в матричной форме

Транспортная задача (ТЗ) формулируется следующим образом. В т пунктах отправления А1, ..., Ат сосредото​чен однородный груз в количествах соответственно а1, ..., ат единиц. Имеющийся груз необходимо доставить потре​бителям В1, ..., Вп, спрос которых выражается величинами b1,…,bn единиц. Известны стоимости сij перевозки еди​ницы груза из i-го пункта отправления в j-й  пункт назначения. Требуется составить план перевозок, который полностью удовлетворяет спрос потре​бителей в грузе, и при этом суммарные транспортные издержки минимизируются.

Для построения экономико-математической модели ТЗ рассмотрим матрицу 
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где хij (i=1, т; j=1, п) обозначает количество единиц груза, которое необходимо доставить из i-го пункта от​правления в j-й пункт назначения.

Матрицу X будем называть матрицей пере​возок. Предполагается, что все хij ≥ 0. Удельные транс​портные издержки (расходы) запишем в форме матрицы С=[ сij] и назовем ее матрицей тарифов:
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Для наглядности условия ТЗ можно представить таб​лицей, которую будем называть распредели​тельной. Распределительную таблицу называют иногда табличной или матричной моделью ТЗ. 

	Поставщик
	Потребитель
	Запас груза ai

	
	В1
	В2
	…
	Вп
	

	
	Затраты на перевозку единицы груза
	

	А1 
	
	с11
	
	с12
	…
	
	с1n
	a1

	
	x11
	
	x12
	
	
	x1n
	
	

	А2
	
	c21
	
	c22
	…
	
	c2n
	a2

	
	x21
	
	x22
	
	
	x2n
	
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	 Ат
	
	cm1
	
	cm2
	…
	
	cmn
	am

	
	xm1
	
	xm2
	
	
	xmn
	
	

	Потребность в грузе bj
	b1
	b2
	…
	bn
	


Экономико-математическая модель ТЗ должна отра​жать все условия и цель задачи в математической форме. Так, переменные хij должны удовле​творять ограничениям по запасам, потребностям и услови​ям неотрицательности. В математической форме эти усло​вия можно записать так:
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Цель ТЗ – минимизировать общие затраты на реали​зацию плана перевозок, которые можно представить функцией
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(2.2)

Итак, математически ТЗ ставится так. Даны система ограничений (2.1) и линейная функция (2.2). Требуется среди множества решений системы (2.1) найти такое неотрицательное решение, при котором линейная функция (2.2) принимает минимальное значение (минимизируется).

Будем называть план перевозок Х=[хij] допусти​мым, если он удовлетворяет ограничениям (2.1).

Допустимый план перевозок, доставляющий минимум целевой функции (2.2), называется оптимальным.

Теорема 2.1 (о существовании допустимого плана). Для того чтобы ТЗ имела допустимые планы, необходимо и достаточно выполнение равенства
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(2.3)

Модель ТЗ называют закрытой, если суммарный объем груза, имеющегося у поставщиков, равен суммарному спросу потребителей, т. е. выполняется равенство
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Если для ТЗ выполняется одно из условий:
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то модель задачи называют открытой.

Для разрешимости ТЗ с открытой моделью необхо​димо преобразовать ее в закрытую. Так, при выполне​нии первого условия необходимо ввести фиктивный (п+1)-й пункт назначения Вп+1, т. е. в матрице задачи предусматривается дополнительный столбец. Спрос фик​тивного потребителя полагают равным небалансу, т. е.
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а все соответствующие тарифы – одинаковыми, чаще всего равными нулю.
Аналогично при выполнении второго условия вводится фиктивный поставщик.

При преобразовании открытой задачи в закрытую це​левая функция не меняется, так как все слагаемые, соот​ветствующие дополнительным перевозкам, равны нулю.

2.2. Построение исходного опорного плана

Построение опорных планов, а также преобразование их будем производить непосредственно в распределительной таблице. Если в плане перевозок переменная хik равна некоторому числу а ≠ 0, то это число записываем в соот​ветствующую клетку (i; k) и считаем ее занятой или ба​зисной, если же хik = 0, то клетку (i; k) оставляем свобод​ной. При этом число занятых опорным планом клеток должно быть равно т+п-1, а остальные тп - (т+п-1) = (т-1) (п-1) клеток бу​дут свободными.

Рассмотрим правило «северо-западного угла». Сущ​ность его состоит в следующем. Пользуясь распределительной таблицей, будем распределять груз, начиная с загрузки левой верхней, условно называемой северо-западной, клет​ки (1; 1), двигаясь затем от нее по строке вправо или по столбцу вниз. В клетку (1; 1) занесем меньшее из чисел a1, b1, т. е. x11 = min (a1, b1). Если a1>b1, т. е. x11 = b1 и пер​вый потребитель В1 будет полностью удовлетворен. В дальнейшем 1-й столбец таблицы в расчет не принима​ется; в нем переменные хik =0 для i=2, т.

Двигаясь вправо по первой строке таблицы, заносим в соседнюю клетку (1; 2) меньшее из чисел a1-b1,  и b2, т. е. x12 = min (a1-b1,  b2). Если a1-b1<b2, то запасы первого поставщика исчерпаны и первая строка таблицы в дальнейшем в расчет не принимается. Переходим к аналогичному распределению запаса груза второго по​ставщика.

Если a1<b1, т. е. x11 = a1. При этом запас первого поставщика будет исчерпан, а потому хik =0 для k=2, п. Первая строка из дальнейшего рассмотрения исключается. Переходим к распределению запасов второго поставщика. В клетку (2; 1) заносим наименьшее из чисел (а2, b1- а1).

Заполнив таким образом клетку (1; 2) или (2; 1), переходим к загрузке следующей клетки по второй строке либо по второму столбцу. Процесс распределения по вто​рой, третьей и последующим строкам (столбцам) произво​дится аналогично распределению по первой строке или первому столбцу до тех пор, пока не исчерпаются ресурсы. Последней заполняется клетка (т; п).

Рассмотрим правило «минимального элемента». Сущ​ность его состоит в следующем. Просматриваются тарифы распределительной таблицы, и в первую очередь заполняется клетка с мини​мальным значением тарифа. При этом в клетку записы​вается максимально возможное значение поставки. Затем из рассмотрения исключают строку, соответствующую по​ставщику, запасы которого полностью израсходованы, или столбец, соответствующий потребителю, спрос которого полностью удовлетворен. После этого из оставшихся кле​ток таблицы снова выбирают клетку с наименьшим тари​фом. Процесс распределения заканчивается, когда все запасы поставщиков исчерпаны, а спрос потребителей полностью удовлетворен. В результате получаем опорный план, который должен содержать т+п-1 загруженных клеток. В процессе заполнения таблицы могут быть одно​временно исключены строка и столбец. Так бывает, когда полностью исчерпывается запас груза и полностью удовле​творяется спрос (вырожденная задача). В этом случае в свободные клетки надо записать число 0 - «нуль-за​грузка», условно считая такую клетку занятой. Однако число 0 записывается в те свободные клетки, которые не образуют циклов с ранее занятыми клетками.

Чтобы ответить на вопрос, будет ли полученный план оптимальным, необходимо знать признак оптимальности.

Теорема 2.2. Если план 
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транспортной за​дачи является оптимальным, то ему соответствует система из m+n чисел 
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Числа 
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 называются потенциалами соответствен​но i-го поставщика и j-го потребителя.

Данная теорема носит название теоремы о потен​циалах. На ней основан специальный метод решения ТЗ, названный методом потенциалов.

2.3. Метод потенциалов

В соответствии с введенным понятием потенциалов и с учетом связей между моделями двойственных задач каж​дому поставщику (ограничению по запасам) поставим в соответствие потенциал 
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а каждому по​требителю (ограничению по спросу) – потенциал 
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Согласно теореме о потенциалах, каждой занятой клет​ке будет соответствовать уравнение 
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. Так как всех занятых клеток должно быть т+п-1, т. е. на еди​ницу меньше числа потенциалов, то для определения чи​сел 
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 необходимо решить систему из т+п-1 уравне​ний 
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 с т+п неизвестными. Система неопреде​ленная, и, чтобы найти частные решения, одному из потен​циалов придаем произвольное числовое значение, тогда остальные потенциалы определяются однозначно. Для облегчения расчетов одному из потенциалов придают обычно значение, равное нулю.

Для исследования плана на оптимальность для каждой свободной клетки проверяется условие 
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. Если хотя бы одна свободная клетка не удовлетворяет данному условию, то опорный план не является оптимальным, его можно улучшить за счет загрузки этой клетки. Если таких клеток несколько, то наиболее перспективной для загрузки является клетка, для которой разность (оценка) между тарифом клетки и суммой потенциалов наименьшая, т. е.
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Экономически оценка показывает, на сколько денежных единиц уменьшатся транспортные издержки от загрузки данной клетки единицей груза. 
Если для всех свободных клеток оценки 
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, то опорный план перевозок является оптимальным.

Итак, если для опорного плана перевозок указанное условие оптимальности не выполняется, то за счет загруз​ки свободной клетки с отрицательной оценкой план пере​возок улучшается. Для наиболее перспективной свобод​ной клетки строится замкнутый цикл с вершинами в за​груженных клетках. Вершинам этого цикла условно приписываются знаки: свободной клетке – плюс, следую​щей по часовой или против часовой стрелки занятой клет​ке – минус, следующей – снова плюс и т. д. Из поставок в клетках цикла с «отрицательными» вершинами выби​рается наименьшее количество λ груза, которое и переме​щается по клеткам этого цикла: прибавляется к постав​кам в положительных вершинах и вычитается из поставок в отрицательных вершинах, в результате чего баланс цикла не нарушится.

В общем случае цикл представляет собой замкнутую ломаную линию, состоящую из звеньев, пересекающихся под прямым углом. Каждое звено соединяет две клетки строки (столбца). Цикл включает одну свободную клетку, остальные клетки цикла заняты. В цикле всегда четное число клеток. Для свободной клетки всегда можно постро​ить единственный цикл. Если из занятых клеток образу​ется цикл, то план перевозок не является опорным. Цикл строится лишь для свободной клетки.

Сформулируем алгоритм решения ТЗ методом потен​циалов:

1) построить опорный план по одному из правил;

2) вычислить потенциалы поставщиков и потребителей, решив систему уравнений ви​да 
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3) вычислить оценки для всех свободных клеток по формуле 
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. Если все оценки больше либо равны нулю, то полу​ченный план является оптимальным. При этом, если все 
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, то полученный оптимальный план единственный. В случае, если хотя бы одна оценка 
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, имеем бесчис​ленное множество оптимальных планов с одним и тем же значением целевой функции.

3. матричная теория игр

3.1. Область применения и основные понятия теории игр

Достаточно часто решения приходится принимать в условиях неопределенности, то есть в таких условиях, когда или процесс выполнения операции является неопределенным, или нам сознательно противодействует противник, или нет ясных и четких целей (задач) операции. Следствием неопределенности является то, что успех операции зависит не только от наших решений, но от чьих-то решений или действий.

В целом ряде задач приходится анализировать ситуации, в которых сталкиваются какие-то противоборствующие стороны (две или более), каждая из которых преследует свою цель, причем результат любого мероприятия каждой из сторон зависит от того, какие действия предпримет противник. Такие ситуации называют конфликтными, их изучением занимается теория игр. Теорию игр можно определить как теорию математических моделей принятия решений в условиях конфликта.

Среди задач, требующих применения теории игр, можно назвать следующие:

· анализ конфликтных ситуаций в военных и экономических областях (простым экономическим примером конфликтной ситуации, для описания которой применяется теория игр, является конкурентная борьба торговых фирм или промышленных предприятий);

· обменные и торговые операции:

· анализ и проектирование иерархических структур управления и экономических механизмов (например, анализ различных моделей стимулирования);

· анализ целесообразности права первого хода, взаимной информативности, возможности блефовать;

· анализ коалиционного поведения;

· ряд других задач.

Теория игр предназначена для получения решений в играх, которые играются только один раз. Если игра повторяется, то надо использовать статистические методы. В единичной, неповторяющейся игре теория игр позволяет выбрать одно определенное «лучшее» решение  из множества возможных решений, либо получить характеристики того случайного механизма, с помощью которого один раз выбирается какое-то одно из возможных решений.

На содержательном уровне под игрой можно понимать взаимодействие нескольких лиц (игроков), имеющее конечное состояние (выигрыш), которого добивается каждый игрок, но не каждый может добиться. Примером игры может служить борьба нескольких фирм за государственный заказ. Благодаря определенным правилам, есть некоторое общее направление действий участников (обратите внимание на то, что крайний экстремизм: «Нарушать любое правило» является правилом). Каждый игрок имеет множество возможных ходов. Выбрать один из них – сделать ход. Последовательность ходов, приводящую игру к конечному состоянию, называют партией.

Обычно достижение цели сопровождается каким-то выигрышем, который является своего рода мерой эффективности. Конечно, при разных решениях участников могут быть разные величины выигрышей. Если участников двое, то совокупность всех выигрышей можно представить в виде таблицы – матрицы выигрышей или платежной матрицы, которая определяет, какой платеж должен быть сделан одним участником другому. Игра двух лиц с нулевой суммой – это такая игра, в которой сумма выигрышей участников после конца игры равна нулю. Если же один из игроков, например проигравший, должен еще платить в «банк», то игра будет с ненулевой суммой. Важным понятием теории игр является понятие стратегии. Стратегия – это установленный игроком метод выбора ходов в течение игры. Можно понимать стратегию как план проведения игры, причем этот план настолько исчерпывающий, что он не может быть нарушен действиями противника.
Суммируя все сказанное, можно сказать, что матричная игра с нулевой суммой двух лиц, у каждого из которых имеется конечное множество стратегий, представляется в виде матрицы выигрышей одного из игроков (выигрыши другого противоположны по знаку), которые являются элементами матрицы и показывают, что получает этот игрок при каждой комбинации какой-то своей стратегии и какой-то стратегии противника. Обычно считается, что строки матрицы соответствуют стратегиям первого игрока, столбцы – стратегиям второго, первый выбирает строку, второй – столбец. На пересечении стоит выигрыш первого игрока (возможно, что он отрицателен, то есть первый игрок в проигрыше). Если размерность матрицы 
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, т. е. размерность матрицы определяется числом стратегий. В общем случае платежная матрица игры имеет вид, приведенный в таблице:
	
	В1
	…
	Вj
	…
	Вп

	А1
	a11
	…
	a1j
	…
	a1n

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Аi
	ai1
	
	aij
	
	ain

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Ат
	am1
	…
	amj
	…
	amn


Каждый игрок выбирает для себя наиболее выгодную стратегию. При этом первый игрок стремится выбрать такую стратегию, которая доставляет ему максимальный выигрыш, тогда второй игрок выбирает стратегию, приво​дящую его к минимальному проигрышу. В этой связи вводят понятия нижней и верхней чистой цены игры.

Нижней чистой ценой игры (максимином) называется число α, определяемое по формуле
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Верхней чистой ценой игры (минимаксом) называется число β, определяемое по формуле
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Стратегии игроков, соответствующие максимину (минимаксу), называются максиминными (минимаксными).

Различают стратегии чистые и смешанные. Чистая стратегия Ai (i=1,…, m) первого игрока (чистая стратегия Bj  (j=1,…, п) второго игрока) - это возможный ход первого (второго) игрока, выбранный им с вероятностью, равной 1.

Теорема. В матричной игре нижняя чистая цена игры не превосходит верхней чистой цены игры, т. е. 
[image: image97.wmf]b
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Если для чистых стратегий Аi, Вj игроков А и В соот​ветственно имеет место равенство 
[image: image98.wmf]b
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=

, то пару чистых стратегий (Аi, Вj) называют седловой точкой матричной игры, элемент aij матрицы, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца – седловым элементом платежной матрицы, а число 
[image: image99.wmf]b
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 - чистой ценой игры.

Наличие седловой точки означает наличие чистых стратегий игроков, гарантирующих каждому из них результат не хуже одной и той же определенной величины. 

Из сказанного выше ясно, как проверять платежную матрицу на наличие седловой точки:

· в каждой строке находится минимальный элемент, а среди них берется максимальный;

· в каждом столбце находится максимальный, а среди них берется минимальный;

· если эти два элемента совпадают, то матрица имеет седловую точку, в противном случае нет.

При наличии у платежной матрицы седловой точки, естественно, выбирают стратегии, соответствующие этой точке. Такое решение гарантирует одному из игроков «выигрыш» не меньше определенной величины (цены игры 
[image: image100.wmf]v

), другому – «проигрыш» не больше этой величины. Отклонение от этих стратегий может дать одному из игроков выигрыш как больше, так и меньше цены игры (никаких гарантий нет), а другому –  проигрыш как больше, так и меньше цены игры.
Задача 1

Решить графически ЗЛП 
[image: image101.wmf]min
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 при указанных ограничениях:
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Образец выполнения задачи 1.
Решим графически следующую ЗЛП:
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Построим область допустимых значений – четырехугольник ABCD (рис.1).

Координаты вектор-градиента равны коэффициентам целевой функции:
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Проведём через область ABCD произвольную линию уровня перпендикулярно направлению градиента – прямая (4).

Поскольку задача решается на максимум, перемещаем линию уровня (4) в направлении возрастания целевой функции, т.е. в направлении градиента. (Если задача решается на минимум, линия уровня перемещается в направлении антиградиента.)

Предельное положение – линия (5). Следовательно, точка D является оптимальным решением, обеспечивающим максимальное значение целевой функции.
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Рисунок 1 – Графическое решение ЗЛП.

Определим координаты точки D как пересечение прямых (1) и (3):
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Оптимальное решение:
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Вопросы для самопроверки:
1) Как определить какая из полуплоскостей удовлетворяет заданному ограничению?
2) Какой вид может иметь область допустимых значений?
3) В каком случае ЗЛП имеет бесконечное множество решений? Не имеет решений?

4) В каком случае ЗЛП можно решить графически?

5) Как свести многомерную ЗЛП к графическому решению?

Задача 2

Предприятие производит три вида продукции А1, А2, А3, используя сырье двух видов В1, В2. Затраты aij сырья i-го вида на единицу продукции j-го вида  и запасы сырья i-го вида bi, а также прибыль cj, получаемая от продажи единицы продукции j-го вида, приведены в таблице. Определить план производства изделий, при котором суммарная прибыль будет максимальной.

Решить задачу симплекс-методом. Составить двойственную задачу и решить ее симплекс-методом. Показать взаимосвязь между двойственными задачами. Одну из двойственных задач решить графическим методом.

1.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	1
	2
	2
	1100

	В2
	3
	4
	2
	1500

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


2.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	3
	4
	1200

	В2
	3
	1
	2
	1600

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


3.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	1
	2
	1
	1000

	В2
	3
	5
	2
	1500

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


4.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	4
	1600

	В2
	2
	1
	3
	1800

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


5.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	4
	1
	3
	1500

	В2
	4
	2
	1
	2000

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


6.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	1
	800

	В2
	2
	3
	2
	1200

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	3
	


7.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	3
	1
	2
	900

	В2
	1
	2
	3
	1000

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


8.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	3
	1
	1
	1800

	В2
	2
	3
	1
	2400

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


9.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	2
	1
	1300

	В2
	3
	2
	2
	900

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


10.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	2
	2100

	В2
	2
	2
	1
	1200

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


11.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	1
	2
	2
	2200

	В2
	3
	4
	2
	3000

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


12.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	3
	4
	600

	В2
	3
	1
	2
	800

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


13.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	1
	2
	1
	2000

	В2
	3
	5
	2
	3000

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


14.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	4
	800

	В2
	2
	1
	3
	900

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


15.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	4
	1
	3
	3000

	В2
	4
	2
	1
	4000

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


16.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	1
	400

	В2
	2
	3
	2
	600

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	3
	


17.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	3
	1
	2
	1800

	В2
	1
	2
	3
	2000

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


18.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	3
	1
	1
	900

	В2
	2
	3
	1
	1200

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


19.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	2
	1
	2600

	В2
	3
	2
	2
	1800

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


20.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	2
	1050

	В2
	2
	2
	1
	600

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


21.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	1
	2
	2
	550

	В2
	3
	4
	2
	750

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


22.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	3
	4
	2400

	В2
	3
	1
	2
	3200

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


23.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	1
	2
	1
	500

	В2
	3
	5
	2
	750

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


24.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	4
	3200

	В2
	2
	1
	3
	3600

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


25.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	4
	1
	3
	750

	В2
	4
	2
	1
	1000

	Прибыль на единицу продукции
	2
	1
	3
	


26.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	1
	1600

	В2
	2
	3
	2
	2400

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	3
	


27.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	3
	1
	2
	2700

	В2
	1
	2
	3
	300

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


28.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	3
	1
	1
	3600

	В2
	2
	3
	1
	4800

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


29.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	2
	1
	650

	В2
	3
	2
	2
	450

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


30.

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции
	Общий запас сырья

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	2
	1
	2
	4200

	В2
	2
	2
	1
	2400

	Прибыль на единицу продукции
	3
	3
	2
	


Образец выполнения задачи 2.
1) Пусть исходные данные для решения задачи представлены в следующей таблице:

	Вид сырья
	Расход сырья на единицу продукции, ед.
	Общий запас сырья, ед.

	
	А1
	А2
	А3
	

	В1
	5
	2
	3
	3200

	В2
	2
	4
	1
	2800

	Прибыль на единицу продукции, ден.ед.
	2
	5
	3
	


Составим математическую модель задачи. Обозначим xi – количество продукции Ai 
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Целевая функция – суммарная прибыль предприятия:
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Общий расход ресурсов не должен превышать имеющегося запаса:
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Все переменные  xi   неотрицательны: 
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Вводя дополнительные переменные, приведём задачу к каноническому виду:
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Выберем в качестве базисных переменных x4 и x5. Полагая свободные переменные    x1   = x2 = x3 = 0, имеем: 

x4 = 3200, x5 = 2800.

Таким образом, начальное допустимое решение имеет вид(
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Составим симплекс-таблицу:

	
	x1
	x2
	x3
	bi
	оценочное отношение

	x4
	5
	2
	3
	3200
	3200 : 2 = 1600

	x5
	2
	4
	1
	2800
	2800 : 4 = 700

	F
	2
	5
	3
	0
	


a)   

Выбираем в качестве разрешающего столбца столбец с наибольшим коэффициентом целевой функции. В качестве разрешающей строки берется строка, в которой достигается наименьшее оценочное отношение свободных членов к положительным элементам разрешающего столбца.

Пересчитываем симплекс-таблицу.

б)

	
	x1
	x5
	x3
	bi
	оценочное отношение

	x4
	4
	-1/2
	5/2
	1800
	1800 : (5/2) = 720

	x2
	1/2
	1/4
	1/4
	700
	700 : (1/4) = 2800

	F
	-1/2
	-5/4
	7/4
	-3500
	


Допустимое решение:
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Новое решение не является оптимальным, т.к. в целевой функции есть свободная переменная с положительным коэффициентом. Переводим эту переменную в свободные (разрешающий столбец). Определяем разрешающую стоку и снова пересчитываем симплекс-таблицу.
в)

	
	x1
	x5
	x4
	bi

	x3
	8/5
	-1/5
	2/5
	720

	x2
	8/5
	3/10
	-1/10
	520

	F
	-33/10
	-9/10
	-7/10
	-4760


Поскольку в строке целевой функции не осталось положительных коэффициентов, то найденное решение оптимально:
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Следовательно, предприятию необходимо производить 520 ед. продукции А2 и 720 ед. продукции А3, при этом прибыль составит 4760 руб. Так как в оптимальном решении x4 = x5 = 0, то запасы обоих ресурсов будут исчерпаны полностью.

2) Составим двойственную ЗЛП. Обозначив двойственные цены на ресурсы через y1 и y2 и учитывая свойства двойственных задач, получаем:
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Приведём к каноническому виду:
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 EMBED Equation.3  [image: image162.wmf]ï
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Поскольку переменные y3, y4, y5 входят в ограничения со знаком «минус» то их нельзя выбирать в качестве базисных (полученное решение будет недопустимым). 

Найдём начальное допустимое решение методом искусственного базиса. Введём в каждое ограничение искусственные переменные 
[image: image163.wmf]1,2,3
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 и составим вспомогательную ЗЛП: 
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а)

	
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	
	оценочное отношение

	t1
	5
	2
	-1
	0
	0
	2
	2/5

	t2
	2
	4
	0
	-1
	0
	5
	5/2

	t3
	3
	1
	0
	0
	-1
	3
	1
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б)

	
	t1
	y2
	y3
	y4
	y5
	
	оценочное отношение

	y1
	1/5
	2/5
	-1/5
	0
	0
	2/5
	-

	t2
	-2/5
	16/5
	2/5
	-1
	0
	21/5
	21/5 : 2/5 = 21/2

	t3
	-3/5
	-1/5
	3/5
	0
	-1
	2/5
	2/5 : 3/5 = 2/3
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Поскольку искусственная переменная t1 перешла в свободные, соответствующий столбец можно исключить из симплекс-таблицы.
в)

	
	y2
	t3
	y4
	y5
	
	оценочное отношение

	y1
	1/3
	1/3
	0
	-1/3
	1
	1 : 1/3 = 3

	t2
	10/3
	-2/3
	-1
	2/3
	3
	3 : 10/3 = 9/10

	y3
	-1/3
	5/3
	0
	-5/3
	3
	-
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d)

	
	t2
	y4
	y5
	

	y1
	-1/10
	1/10
	-2/5
	7/10

	y2
	3/10
	-3/10
	1/5
	9/10

	y3
	1/10
	-1/10
	-8/5
	33/10
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Получили допустимое решение 
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Выразим базисные переменные через свободные и подставим в целевую функцию:
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В целевой функции не осталось положительных коэффициентов, следовательно, найденное решение оптимально:
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Покажем взаимосвязь двойственных задач.

1) Оптимальные значения целевых функций равны: 
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2) Установим взаимосвязь между основными и дополнительными переменными двойственных задач: 

  x1
  x2
  x3
  x4
  x5



  y3
  y4
  y5
  y1
  y2
Значения базисных переменных одной из задач равны по модулю коэффициентам целевой функции другой задачи, выраженным через свободные переменные. Составим таблицу:

	Переменные прямой задачи
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	Компоненты оптимального решения x*
	0
	520
	720
	0
	0

	Коэффициенты целевой функции F
	-33/10
	-
	-
	-7/10
	-9/10

	Компоненты оптимального решения y*
	33/10
	0
	0
	7/10
	9/10

	Коэффициенты целевой функции Z
	-
	520
	720
	-
	-

	Переменные двойственной задачи
	y3
	y4
	y5
	y1
	y2


Вопросы для самопроверки:
1) Какие задачи называются двойственными?

2) Опишите алгоритм построения двойственной задачи

3) Сформулируйте основные теоремы двойственности.

4) В чем смысл условий дополняющей нежесткости?
5) Как найти решение двойственной задачи по известному решению прямой задачи?
Задача 3
В транспортной задаче найти начальное распределение поставок методом северо-западного угла и методом наименьших затрат. Определить затраты при этих распределениях поставок. 

Решить транспортную задачу методом потенциалов, взяв в качестве опорного плана решение, найденное методом северо-западного угла. Выяснить, будет ли найденное оптимальное решение единственным.

1.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	60

	А1
	120
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	60
	5
	1
	5
	9


2.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	90
	60
	70

	А1
	120
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	40
	5
	1
	5
	9


3.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	90
	60
	70
	40

	А1
	120
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	50
	5
	1
	5
	9


4.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	60

	А1
	120
	4
	4
	7
	5

	А2
	90
	2
	3
	6
	8

	А3
	50
	5
	1
	5
	9


5.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	50
	90
	60

	А1
	120
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	50
	5
	1
	5
	9


6.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	80

	А1
	80
	4
	4
	7
	5

	А2
	110
	2
	3
	6
	8

	А3
	50
	5
	1
	5
	9


7.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	90
	60
	80

	А1
	80
	4
	4
	7
	5

	А2
	120
	2
	3
	6
	8

	А3
	60
	5
	1
	5
	9


8.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	90
	60
	60
	40

	А1
	80
	4
	4
	7
	5

	А2
	110
	2
	3
	6
	8

	А3
	50
	5
	1
	5
	9


9.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	60

	А1
	90
	4
	4
	7
	5

	А2
	120
	2
	3
	6
	8

	А3
	50
	5
	1
	5
	9


10.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	70
	60
	90
	60

	А1
	80
	4
	4
	7
	5

	А2
	120
	2
	3
	6
	8

	А3
	50
	5
	1
	5
	9


11.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	80
	60

	А1
	50
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	120
	5
	1
	5
	9


12.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	100
	60
	60

	А1
	50
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	120
	5
	1
	5
	9


13.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	90
	60
	60
	40

	А1
	50
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	100
	5
	1
	5
	9


14.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	60

	А1
	50
	4
	4
	7
	5

	А2
	60
	2
	3
	6
	8

	А3
	120
	5
	1
	5
	9


15.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	60
	80
	60

	А1
	60
	4
	4
	7
	5

	А2
	80
	2
	3
	6
	8

	А3
	120
	5
	1
	5
	9


16.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	60

	А1
	100
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


17.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	100
	60
	60

	А1
	120
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


18.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	90
	60
	60
	40

	А1
	130
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


19.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	60

	А1
	120
	4
	5
	6
	7

	А2
	70
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


20.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	80
	90
	60

	А1
	120
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


21.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	60

	А1
	80
	4
	5
	6
	7

	А2
	120
	4
	9
	3
	2

	А3
	70
	6
	5
	2
	3


22.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	90
	70
	60

	А1
	80
	4
	5
	6
	7

	А2
	110
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


23.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	90
	60
	60
	40

	А1
	90
	4
	5
	6
	7

	А2
	120
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


24.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	50

	А1
	80
	4
	5
	6
	7

	А2
	120
	4
	9
	3
	2

	А3
	50
	6
	5
	2
	3


25.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	50
	90
	60

	А1
	80
	4
	5
	6
	7

	А2
	120
	4
	9
	3
	2

	А3
	60
	6
	5
	2
	3


26.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	80
	60

	А1
	50
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	110
	6
	5
	2
	3


27.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	90
	100
	60

	А1
	50
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	120
	6
	5
	2
	3


28.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	90
	60
	90
	40

	А1
	50
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	120
	6
	5
	2
	3


29.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	60
	40
	90
	70

	А1
	50
	4
	5
	6
	7

	А2
	70
	4
	9
	3
	2

	А3
	120
	6
	5
	2
	3


30.

	Поставщики и их мощности
	Потребители и их спрос

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	40
	60
	90
	80

	А1
	50
	4
	5
	6
	7

	А2
	80
	4
	9
	3
	2

	А3
	120
	6
	5
	2
	3


Образец выполнения задачи 3.
Пусть матрица тарифов задана следующей таблицей:

	
	В1
	В2
	В3
	В4

	
	200
	150
	100
	150

	А1
	100
	2
	3
	1
	4

	А2
	300
	3
	1
	2
	2

	А3
	150
	4
	1
	3
	5


Проверим равенство запасов и потребностей:
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Равенство не выполняется (
[image: image179.wmf]600

550

¹

), следовательно, транспортная задача является открытой. Сведём её к закрытой модели путем введения фиктивного поставщика. Положим его запас равным дефициту ресурса (600 – 550 = 50), а тарифы на перевозки - равными 0.

Построим новую транспортную таблицу и определим начальное  распределение методом северо-западного угла:
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При этом стоимость перевозок составит:


[image: image181.wmf]1400

0

50

5

50

3

50

2

150

1

150

3

100

2

100

=

*

+

*

+

*

+

*

+

*

+

*

+

*

=

сз

F

 (усл.ед).

Проверяем количество заполненных клеток – 7. 
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Определим потенциалы и оценки свободных клеток: 
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Так как число уравнений меньше числа неизвестных, выберем один из потенциалов произвольно. Положив 
[image: image184.wmf]0
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, получим:
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Найдём оценки свободных клеток 
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[image: image190.wmf].
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Поскольку среди оценок свободных клеток есть отрицательные (
[image: image191.wmf]2
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), то найденный план оптимальным не является.

Для перераспределения поставок выбираем клетку с наибольшей по модулю отрицательной оценкой – клетка (2; 4) – и строим цикл, первая вершина которго находится в выбранной клетке, а остальные – в заполненных клетках. В вершинах цикла поочередно расставляем знаки «+» и «–», начиная со свободной клетки.
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Определяем размер перераспределяемой поставки (минимальное из знач6ений в клетках со знаком «–»):    min (50; 100) = 50. Перераспределяем 50 единиц ресурса и получаем новый план поставок:

[image: image194.emf]2 3 1 4

2 2 3

3

1

1 4 5

0 0 0 0

100

300

150

50

150 150 100 200

100

100 150 50

50 100

50


Новая стоимость перевозок составит:
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Определим потенциалы и оценки свободных клеток:

[image: image196.wmf]ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

=

+

=

+

=

+

=

+

=

+

=

+

=

+

.

0

,

5

,

3

,

2

,

1

,

3

,

2

4

4

4

3

3

3

4

2

2

2

1

2

1

1

V

U

V

U

V

U

V

U

V

U

V

U

V

U



[image: image197.wmf]Þ
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 EMBED Equation.3  [image: image199.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image204.wmf].
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План не оптимален. Выберем клетку (3; 2) и строим цикл:
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Размер перераспределяемой поставки: min (150; 50) = 50.

Новый план:
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Стоимость поставок:     
[image: image207.wmf]1150
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Потенциалы:
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Оценки свободных клеток:
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Строим цикл для клетки (1;3):
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Размер перераспределяемой поставки: min (100;100;100) = 100.

Новый план:
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Стоимость перевозок: 
[image: image216.wmf]1050
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Внимание! Вырожденное решение: если обнуляются несколько клеток, то только одна становится пустой, остальные считаются заполненными (нулями).

Потенциалы:
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Оценки свободных клеток:
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Строим цикл для клетки (2;3):
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Внимание! Холостой ход – перераспределяется нулевая поставка 
(min (0; 0) = 0), стоимость не меняется.
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Стоимость перевозок также не меняется (
[image: image225.wmf]1050
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 усл.ед.), однако из-за изменения заполненных клеток пересчитываем потенциалы:
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Оценки свободных клеток:
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Строим цикл для клетки (4; 1):
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Перераспределяем  min (50;200) = 50.
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Снова находим потенциалы:
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Оценки свободных клеток:
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Поскольку все оценки неотрицательны, найденный план является оптимальным. Однако оптимальное решение не единственно, поскольку среди оценок свободных клеток есть нулевые. 
Составим распределение поставок методом наименьших затрат (минимального элемента). На каждом шаге заполняется клетка с минимальным тарифом из оставшихся. (Внизу указан порядок заполнения клеток.)
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Вопросы для самопроверки:
1. Какая транспортная задача называется открытой?

2. Как свести открытую задачу к закрытой?

3. Опишите порядок построения начального плана методом северо-западного угла и наименьших затрат?

4. Всегда ли план, полученный методом наименьших затрат, является оптимальным?

5. В чем смысл оценок свободных клеток?

6. Как определяется размер перераспределяемой поставки?

7. Как определить, будет ли оптимальное решение единственным?

8. Если оптимальное решение не единственно, как получить другие оптимальные решения?

9. В чем смысл фиктивных поставок?

Задача 4
Используя минимаксные стратегии, определить верхнюю и нижнюю цену игры, заданной платежной матрицей, цену игры и оптимальные чистые стратегии игроков.
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Образец выполнения задачи 4.
Игра задана платёжной матрицей:
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Определим верхнюю и нижнюю цену игры. Поскольку первый игрок придерживается максиминной стратегии, для каждой из стратегий первого игрока определяется наихудший вариант (наименьший выигрыш), а затем из них выбирается наилучший (наибольший).

Нижняя цена игры:  
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Второй игрок следует минимаксной стратегии: для каждой стратегии второго игрока выбирается наихудший вариант (наибольший проигрыш), а затем из них выбирается наилучший (наименьший).

Верхняя цена игры:  
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Для заданной платежной матрицы находим:
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 EMBED Equation.3  [image: image262.wmf]6

=

i

a



[image: image263.wmf]j

min

=

b



 EMBED Equation.3  [image: image264.wmf]6

=

j

b




Поскольку 
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, то игра имеет седловую точку, и существует оптимальное решение игры в чистых стратегиях.

Оптимальная стратегия первого игрока - 
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, оптимальная стратегия второго игрока - 
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Вопросы для самопроверки:
1. Что такое матричная игра с нулевой суммой?

2. В чем смысл элементов платёжной матрицы?

3. Что такое чистая стратегия?

4. Что называется ценой игры?

5. Что такое седловая точка?

6. В чем сущность оптимальных чистых стратегий?
Приложение
РЕШЕНИЕ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ В СРЕДЕ MS EXCEL
1. Общие сведения

В MS Excel существует возможность с помощью надстройки Поиск решения найти решение, оптимальное в некотором смысле при нескольких входных значениях и наборе ограничений на решение. Диспетчер сценариев способен запомнить несколько решений, найденных данным средством и сгенерировать на этой основе отчет. С помощью надстройки Поиск решения можно решать как линейные задачи, так и нелинейные.

Надстройка Поиск решения запускается командой Сервис – Поиск решения. Если в меню отсутствует команда Поиск решения, следует воспользоваться командой Сервис – Надстройки и установить флажок Поиск решения.

Работа по решению некоторой оптимизационной задачи всегда начинается с построения математической модели. На данном этапе делаются выводы об исходных данных, искомых переменных, о пределах, в которых могут находиться значения искомых величин, о зависимостях между переменными, о критериях, по которым необходимо находить оптимальное решение. Сюда же входит преодоление несовместимости, а также неограниченности целевой функции: при максимизации целевой функции область допустимых решений должна быть ограничена сверху, при минимизации – снизу.

Бόльшую часть задач представляют собой задачи линейного программирования, т. е. такие, у которых критерий оптимизации и ограничения – линейные функции. В этом случае для решения задачи следует установить флажок Линейная модель в окне Параметры поиска решения. Это обеспечит применение симплекс-метода. В противном случае, даже для решения линейной задачи, будут использоваться более общие (т.е. медленные) методы.

Решая задачи с нелинейными зависимостями, следует:

· ввести предварительно предположительные значения искомых переменных (иногда легко получить графическое представление решения и сделать приблизительные выводы о решении);

· в окне Параметры поиска решения снять (если установлен) флажок Линейная модель.

При необходимости проводится анализ решения. Часто добавляют также представление решения в виде графиков или диаграмм. Можно получить и отчет о поиске решения. Отчеты бывают трех типов: Результаты, Устойчивость, Пределы. Тип отчета выбирается по окончании поиска решения в окне Результаты поиска решения в списке Тип отчета (можно выбрать сразу два или три типа).

· Отчет типа Результаты содержит окончательные значения параметров задачи целевой функции и ограничений.

· Отчет типа Устойчивость показывает результаты малых изменений параметров поиска решений.

· Отчет типа Пределы показывает изменения решения при поочередной максимизации и минимизации каждой переменной при неизменных других переменных.

2. Решение задач линейного программирования
Пример 1. Планирование производства материалов

Фирма выпускает два вида строительных материалов: А и В. Продукция обоих видов поступает в продажу. Для производства материалов используются два исходных продукта: I и II. Максимально возможные суточные запасы этих продуктов составляют 7 и 9 тонн соответственно. Расходы продуктов I и II на одну тонну соответствующих материалов приведены в табл.  1.

Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на материал В никогда не превышает спроса на материал А более чем на 1 т. Кроме того, спрос на материал А никогда не превышает 3 т в сутки. Оптовые цены одной тонны материалов равны: 4000 у.е. для В и 3000 у.е. для А. Какое количество материала каждого вида должна производить фабрика, чтобы доход от реализации был максимальным?

Таблица.1 - Расход продуктов

	Исходный 
продукт
	Расход исходных продуктов, т (на одну тонну материалов)
	Максимально 
возможный запас, т

	
	Материал А
	Материал В
	

	I
	3
	2
	7

	II
	2
	3
	9


1. Формулировка математической модели задачи:

1) переменные для решения задачи: x1 – суточный объем производства материала А, x2 – суточный объем производства материала В;

2) определение функции цели (критерия оптимизации): суммарная суточная прибыль от производства x1 материала А и x2 материала В:

F = 4000x2 + 3000x1,

поэтому цель фабрики – среди всех допустимых значений x2 и x1 найти такие, которые максимизируют суммарную прибыль от производства материалов F:

F = 4000x2 + 3000x1 → max;

3) ограничения на переменные:

а) объем производства красок не может быть отрицательным, т.е.

x2 ≥ 0, x1 ≥ 0;

б) расход исходного продукта для производства обоих видов материалов не может превосходить максимально возможного запаса данного исходного продукта, т. е.:

2x2 + 3x1 ≤ 7,

3x2 + 2x1 ≤ 9

ограничения на величину спроса на материалы:

x1 - x2 ≤ 1,

x1 ≤ 3.

Таким образом, получаем математическую модель задачи:

· найти максимум следующей функции:

· F = 4000x2+3000x1 →max

· при ограничениях вида:

2x2 + 3x1  ≤ 7,

3x2 + 2x1 ≤ 9,

x1 - x2 ≤ 1,

x1 ≤ 3,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

2. Подготовка листа рабочей книги MS Excel для вычислений: на рабочий лист вводим необходимый текст, данные и формулы в соответствии с рис. 1. Переменные задачи x1 и x2 находятся в ячейках С3 и С4 соответственно. Целевая функция находится в ячейке С6 и содержит формулу:

= 4000*С4 + 3000*С3.

Ограничения на задачу учтены в ячейках С8:D11.
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Рис. 1. Рабочий лист MS Excel для решения задачи планирования производства материалов

3. Работа с надстройкой Поиск решения: воспользовавшись командой Сервис – Поиск решения, вводим необходимые данные для рассматриваемой задачи (установка данных в окне Поиск решения приведена на рис. 2). Результат работы по поиску решения помещен на рис. 3–6.
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Рис. 2. Установка необходимых параметров задачи планирования материалов

в окне Поиск решения
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Рис. 3. Результат надстройки Поиск решения

Отчет по результатам (рис. 4): таблица Целевая ячейка выводит сведения о целевой функции; таблица Изменяемые ячейки показывает значения искомых переменных, полученных в результате решения задачи; таблица Ограничения отображает результаты оптимального решения для ограничений и для граничных условий. В поле Формула приведены зависимости, которые были введены в окно Поиск решения, в поле Разница – величины использованного материала. Если материал используется полностью, то в поле Статус указывается связанное, при неполном использовании материала в этом поле указывается не связан. Для граничных условий приводятся аналогичные величины в той лишь разницей, что вместо величины неиспользованного продукта показана разность между значением переменной в найденном оптимальном решении и заданным для нее граничным условием.
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Рис. 4. Отчет по результатам поиска решения

Отчет по устойчивости (рис. 5): в таблице Изменяемые ячейки приводится результат решения задачи. В таблице Ограничения выводятся значения для ограничений, при которых сохраняется оптимальный набор переменных, входящих в оптимальное решение.
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Рис. 5. Отчет по устойчивости поиска решения

Отчет по пределам (рис. 6): в отчете показано, в каких пределах может изменяться количество материалов, вошедших в оптимальное решение, при сохранении структуры оптимального решения; приводятся значения переменных в оптимальном решении, а также нижние и верхние пределы изменения значений переменных; здесь также указаны значения целевой функции при выпуске данного типа продукции на верхнем и нижнем пределах.
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Рис. 6. Отчет по пределам поиска решения

Пример 2. Транспортная задача

Производство продукции осуществляется на четырех предприятиях, а затем развозится в 5 пунктов потребления. Предприятия могут выпускать в день 235, 175, 185 и 175 единиц продукции. Пункты потребления готовы принимать ежедневно 125, 160, 60, 250 и 175 единиц продукции. Хранение на предприятии единицы продукции обходится в 2 у.е. в день, штраф за недопоставленную продукцию – 3,5 у.е. в день. Стоимость перевозки единицы продукции (в у.е.) с предприятий в пункты потребления приведена в таблице 2.

Таблица 2 - Транспортные расходы

	Предприятия
	Пункты потребления

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	3,2
	3
	2,35
	4
	3,65

	2
	3
	2,85
	2,5
	3,9
	3,55

	3
	3,75
	2,5
	2,4
	3,5
	3,4

	4
	4
	2
	2,1
	4,1
	3,4


1. Проверка сбалансированности модели задачи – модель является сбалансированной, так как суммарный объем производимой продукции в день равен суммарному объему потребности в ней:

235+175+185+175 = 125+160+60+250+175.

2. Построение математической модели – неизвестными в этой задаче являются объемы перевозок. Пусть xij – объем перевозок с I-го предприятия в j-й пункт потребления. Суммарные транспортные расходы – это функционал качества (критерий цели):
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где cij – стоимость перевозки единицы продукции с i-го предприятия в j‑й пункт потребления.

Неизвестные в этой задаче должны удовлетворять следующим ограничениям:

· объемы перевозок не могут быть отрицательными;

· поскольку модель сбалансирована, то вся продукция должна быть вывезена с предприятий, а потребности всех пунктов потребления должны быть полностью удовлетворены.

Итак, имеем следующую задачу:

· найти минимум функционала:
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· при ограничениях:
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где ai – объем производства на i–м предприятии, bj - спрос в j-м пункте потребления.

3. Решение задачи с помощью окна Поиск решения.
3.1. Подготовку рабочего листа для задачи осуществляем в соответствии с рис. 7, формулы для расчета приведены в таблице 3.

3.2. Ввод данных в окно Поиск решения производим в соответствии с рис. 8.

3.3. Полученное оптимальное решение представлено на рис. 9.
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Рис. 7. Исходные данные для решения транспортной задачи
Таблица 3 - Формулы для расчета в транспортной задаче

	Описание
	Ячейка
	Формула

	Ограничения_1
	G11
	=СУММ(B11:F11)

	
	G12
	=СУММ(B12:F12)

	
	G13
	=СУММ(B13:F13)

	
	G14
	=СУММ(B14:F14)

	Ограничения_2
	B15
	=СУММ(B11:B14)

	
	C15
	=СУММ(C11:C14)

	
	D15
	=СУММ(D11:D14)

	
	E15
	=СУММ(E11:E14)

	
	F15
	=СУММ(F11:F14)

	
	B19
	=СУММПРОИЗВ(B5:F8;B11:F14)
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Рис. 8. Ввод данных в окно Поиск решения для транспортной задачи
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Рис. 9. Оптимальное решение для транспортной задачи
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