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Целью выполнения контрольной работы по курсу «Методы принятия управленческих решений» («Математическое программирование») является совершенствование навыков построения математических моделей и решения линейных оптимизационных задач с ограничениями. 

Перед выполнением заданий студент должен ознакомиться с соответствующими теоретическими разделами курса и ответить на вопросы для самоконтроля, помещенные в конце каждой задачи.

Задача 1 заключается в отыскании минимума линейной функции двух переменных в замкнутой области геометрическим путем. При решении в первую очередь необходимо построить область допустимых значений переменных, заданную системой неравенств. Направление роста целевой функции определяется вектором-градиентом, координаты которого равны коэффициентам при неизвестных в целевой функции. Для получения оптимального решения следует построить вектор-градиент, провести какую-либо линию уровня целевой функции перпендикулярно градиенту и перемещать ее в направлении антиградиента до достижения точки минимума.

В задаче 2 требуется построить математическую модель задачи максимизации прибыли производственного предприятия и определить оптимальный план производства, а также сформулировать и решить двойственную задачу. Следует обратить внимание на экономический смысл задач и входящих в них переменных. В конце решения следует дать экономическую интерпретацию результатов.

Задача 3 рассматривает частный случай ЗЛП – транспортную задачу по критерию стоимости. Перед началом решения следует проверить, является ли модель задачи закрытой. Если нет, то следует преобразовать ее в закрытую путем введения фиктивного поставщика (потребителя). Начальное распределение поставок проводится методами северо-западного угла и наименьших затрат. Оптимизировать следует распределение, полученное методом северо-западного угла. В конце решения необходимо определить, является ли найденный оптимальный план единственным, и пояснить, почему.

Задача 4 предназначена для знакомства с основными понятиями матричной теории игр и минимаксными чистыми стратегиями.

Дополнительно к ручному просчету каждую задачу рекомендуется решить в MS Excel с использованием надстройки «Поиск решения». Это позволит проверить найденное решение, а также будет способствовать развитию навыков использования прикладных программных продуктов. Основные сведения о решении оптимизационных задач в MS Excel приведены в Приложении.

Выбор варианта задания осуществляется по номеру зачетки в соответствии с таблицей:
Указания по выбору варианта для студентов заочной формы обучения

	Последние 2 цифры номера зачетной книжки
	№ 

варианта
	Последние 2 цифры номера зачетной книжки
	№ 

варианта
	Последние 2 цифры номера зачетной книжки
	№ 

варианта

	01, 31, 61, 91
	1
	11, 41, 71
	11
	21, 51, 81
	21

	02, 32, 62, 92
	2
	12, 42, 72
	12
	22, 52, 82
	22

	03, 33, 63, 93
	3
	13, 43, 73
	13
	23, 53, 83
	23

	04, 34, 64, 94
	4
	14, 44, 74
	14
	24, 54, 84
	24

	05, 35, 65, 95
	5
	15, 45, 75
	15
	25, 55, 85
	25

	06, 36, 66, 96
	6
	16, 46, 76
	16
	26, 56, 86
	26

	07, 37, 67, 97
	7
	17, 47, 77
	17
	27, 57, 87
	27

	08, 38, 68, 98
	8
	18, 48, 78
	18
	28, 58, 88
	28

	09, 39, 69, 99
	9
	19, 49, 79
	19
	29, 59, 89
	29

	00, 10, 40, 70
	10
	20, 50, 80
	20
	30, 60, 90
	30


Требования к оформлению. Отчеты по задачам должны быть выполнены с соблюдением всех требований, предъявляемых к оформлению документов в учебном процессе. Все расчеты должны быть выполнены без округлений, дробные результаты – представлены в обыкновенных дробях. При нахождении решения геометрическим методом все графики должны быть выполнены с соблюдением масштаба.

1. ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯЪ

1.1. Общая постановка задачи линейного программирования

В общем виде задачу линейного программирования можно сформулировать следующим образом: найти экстремум (максимум или минимум) целевой функции
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Оптимальным решением (или оптимальным планом) задачи ЛП называется решение Х = (х1, х2, …, хп), удовлетворяющее указанным ограничениям, при котором целевая функция принимает оптимальное (максимальное или минимальное) значение.

Термины «решение» и «план» – синонимы, однако первый используется чаще, когда речь идет о формальной стороне задачи (ее математическом решении), а второй – о содержательной стороне (экономической интерпретации).

Если система ограничений содержит только неравенства, то ЗЛП называется стандартной, если только равенства – канонической. 

Любая задача линейного программирования может быть сведена к каноническому виду. Для этого во все ограничения-неравенства необходимо ввести дополнительные переменные xn+i, положив:
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Можно показать, что общая задача ЛП имеет решение тогда и только тогда, когда соответствующая ей каноническая ЗЛП имеет решение.

1.2. Геометрическая интерпретация и графическое решение задачи линейного программирования

Геометрическая интерпретация экономических задач дает возможность наглядно представить их структуру, выявить особенности и открывает пути исследования бо​лее сложных свойств. ЗЛП с двумя переменными всегда можно решить графически. Однако уже в трехмерном пространстве такое решение усложняется, а в простран​ствах, размерность которых больше трех, графическое решение, вообще говоря, невозможно.

Случай двух переменных не имеет особого практиче​ского значения, однако его рассмотрение проясняет свой​ства ЗЛП, приводит к идее ее решения, делает геомет​рически наглядными способы решения и пути их практи​ческой реализации.

Пусть дана задача
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 (1.1)

Дадим геометрическую интерпретацию элементов этой задачи. Каждое из ограничений задает на плоскости 
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 некоторую полуплоскость. Полу​плоскость – выпуклое множество. Но пересечение любого числа выпуклых множеств является выпуклым множест​вом. Отсюда следует, что область допустимых решений задачи (1.1)  есть выпуклое множество.

Напомним, что выпуклым называют множество, кото​рое вместе с любыми своими точками x(1) и х(2) содержит и все точки х отрезка [x(1); х(2)], т. е. точки x = λ х(1)  + (1-λ) х(2), где 0(((1. Иногда это свойство записывают иначе: 
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На рис. 1.1 представлены возможные ситуации, когда область допустимых решений ЗЛП — выпуклый много​угольник (а), неограниченная выпуклая многоугольная область (б), единственная точка (в), луч (г), отрезок (д), пустое множество (е).
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Рис. 1.1. Области допустимых решений ЗЛП

Перейдем к геометрической интерпретации целевой функции. Пусть область допустимых решений ЗЛП – не​пустое множество, например многоугольник 
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 (рис. 1.2). Выберем произвольное значение целевой функ​ции F=F0. Получим 
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. Это уравнение пря​мой линии. В точках прямой NM целевая функция сохра​няет одно и то же постоянное значение F0. Считая в ра​венстве (1.1) F параметром, получим уравнение семей​ства параллельных прямых, называемых линиями уровня целевой функции (линиями постоянного значения).


[image: image11.png]x3

A, et ex=Fy
Foin=F(Ay)

xy




Рис.1.2. Графическое решение ЗЛП

Возникает вопрос: как установить направление возра​стания (убывания) целевой функции? Найдем частные производные целевой функции по х1 и x2:
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Частная производная функции пока​зывает скорость ее возрастания вдоль данной оси. Следо​вательно, 
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– скорости возрастания F соответст​венно вдоль осей Ох1 и Ох2. Вектор с = (
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;
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) называ​ется градиентом функции. Он показывает направление наискорейшего возрастания целевой функции. Вектор -с указывает направление наискорейшего убывания целевой функции. Его называют антигра​диентом.

Вектор с = (
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;
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) перпендикулярен к прямым F = const семейства 
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Из геометрической интерпретации элементов ЗЛП вы​текает следующий порядок ее графического решения.

1. С учетом системы ограничений строим область допустимых решений (.

2. Строим вектор с = (
[image: image20.wmf]1
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;
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) наискорейшего возра​стания целевой функции – вектор градиентного направ​ления.

3. Проводим произвольную линию уровня F=F0 (про​ще всего провести линию F=0, перпендикулярную к век​тору с).

4. При решении задачи на максимум перемещаем ли​нию уровня F=F0 в направлении вектора с так, чтобы она касалась области допустимых решений в ее крайнем по​ложении (крайней точке) (на рис. 1.2 – до точки А4). В случае решения задачи на минимум линию уровня F=F0 перемещают в антиградиентном направлении (на рис. 1.2 – до точки А1).

5. Определяем оптимальный план х* и экстре​мальное значение целевой функции F*=f(x*).

Как видно из рис. 1.3, возможны следующие случаи:

1) оптимальный план единственный: линия уровня и область допустимых решений в разрешающем положе​нии имеют одну общую точку (рис. 1.3, а);

2) оптимальных планов бесконечное множество: в раз​решающем положении линия уровня проходит через сто​рону области допустимых решений (рис. 1.3, б);

3) целевая функция не ограничена:  линия уровня, сколько бы ее ни перемещали, не может занять разрешаю​щего положения (рис. 1.3, в, г);

4) область допустимых решений состоит из единствен​ной точки, где целевая функция достигает одновременно и максимального, и минимального значений (рис. 1.3, д);

5) задача не имеет решения; область допустимых ре​шений – пустое множество, т. е. система ограничений задачи несовместна (рис. 1.3,е).
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Рис. 1.3. Различные  случаи графического решения ЗЛП

1.3. Свойства решений задачи линейного программирования

Теорема 1. Множество всех допустимых решений системы ог​раничений задачи линейного программирования является выпуклым.

В дальнейшем множество всех допустимых решений задачи линейного программирования, а точнее, выпуклый многогранник или выпуклую многогранную область, будем называть одним термином – многогранником решений.

Ответ на вопрос, в какой точке многогранника решений воз​можно оптимальное решение задачи линейного программирова​ния, дается в следующей теореме.

Теорема 2. Если задача линейного программирования имеет оп​тимальное решение, то линейная функция принимает максимальное значение в одной из угловых точек многогранника решений. Если ли​нейная функция принимает максимальное значение более чем в одной угловой точке, то она принимает его в любой точке, являющейся выпуклой линейной комбинацией этих точек.

Требование ограниченности многогранника решений в теореме является существенным, так как в случае неограниченной многогранной области не каждую точку такой области можно представить выпуклой линейной комбинацией ее угловых точек.

Данная теорема указывает принципиальный путь решения задач линейного про​граммирования. Действительно, согласно этой теореме вместо исследования бесконечного множества допустимых решений для нахождения среди них искомого оптимального решения необхо​димо исследовать лишь конечное число угловых точек много​гранника решений.

Следующая теорема посвящена аналитическому методу нахождения угловых точек.

Теорема 3. Каждому допустимому базисному решению задачи линейного программирования соответствует угловая точка многогранника решений, и наоборот, каждой угловой точке многогранника решений соответствует допустимое базисное решение.

Из теорем 2 и 3 непосредственно вытекает важное следст​вие: если задача линейного программирования имеет оптимальное решение, то оно совпадает, по крайней мере, с одним из ее допусти​мых базисных решений.

Итак, оптимум линейной функции задачи линейного программиро​вания следует искать среди конечного числа ее допустимых базисных решений.

3. матричная теория игр

3.1. Область применения и основные понятия теории игр

Достаточно часто решения приходится принимать в условиях неопределенности, то есть в таких условиях, когда или процесс выполнения операции является неопределенным, или нам сознательно противодействует противник, или нет ясных и четких целей (задач) операции. Следствием неопределенности является то, что успех операции зависит не только от наших решений, но от чьих-то решений или действий.

В целом ряде задач приходится анализировать ситуации, в которых сталкиваются какие-то противоборствующие стороны (две или более), каждая из которых преследует свою цель, причем результат любого мероприятия каждой из сторон зависит от того, какие действия предпримет противник. Такие ситуации называют конфликтными, их изучением занимается теория игр. Теорию игр можно определить как теорию математических моделей принятия решений в условиях конфликта.

Среди задач, требующих применения теории игр, можно назвать следующие:

· анализ конфликтных ситуаций в военных и экономических областях (простым экономическим примером конфликтной ситуации, для описания которой применяется теория игр, является конкурентная борьба торговых фирм или промышленных предприятий);

· обменные и торговые операции:

· анализ и проектирование иерархических структур управления и экономических механизмов (например, анализ различных моделей стимулирования);

· анализ целесообразности права первого хода, взаимной информативности, возможности блефовать;

· анализ коалиционного поведения;

· ряд других задач.

Теория игр предназначена для получения решений в играх, которые играются только один раз. Если игра повторяется, то надо использовать статистические методы. В единичной, неповторяющейся игре теория игр позволяет выбрать одно определенное «лучшее» решение  из множества возможных решений, либо получить характеристики того случайного механизма, с помощью которого один раз выбирается какое-то одно из возможных решений.

На содержательном уровне под игрой можно понимать взаимодействие нескольких лиц (игроков), имеющее конечное состояние (выигрыш), которого добивается каждый игрок, но не каждый может добиться. Примером игры может служить борьба нескольких фирм за государственный заказ. Благодаря определенным правилам, есть некоторое общее направление действий участников (обратите внимание на то, что крайний экстремизм: «Нарушать любое правило» является правилом). Каждый игрок имеет множество возможных ходов. Выбрать один из них – сделать ход. Последовательность ходов, приводящую игру к конечному состоянию, называют партией.

Обычно достижение цели сопровождается каким-то выигрышем, который является своего рода мерой эффективности. Конечно, при разных решениях участников могут быть разные величины выигрышей. Если участников двое, то совокупность всех выигрышей можно представить в виде таблицы – матрицы выигрышей или платежной матрицы, которая определяет, какой платеж должен быть сделан одним участником другому. Игра двух лиц с нулевой суммой – это такая игра, в которой сумма выигрышей участников после конца игры равна нулю. Если же один из игроков, например проигравший, должен еще платить в «банк», то игра будет с ненулевой суммой. Важным понятием теории игр является понятие стратегии. Стратегия – это установленный игроком метод выбора ходов в течение игры. Можно понимать стратегию как план проведения игры, причем этот план настолько исчерпывающий, что он не может быть нарушен действиями противника.
Суммируя все сказанное, можно сказать, что матричная игра с нулевой суммой двух лиц, у каждого из которых имеется конечное множество стратегий, представляется в виде матрицы выигрышей одного из игроков (выигрыши другого противоположны по знаку), которые являются элементами матрицы и показывают, что получает этот игрок при каждой комбинации какой-то своей стратегии и какой-то стратегии противника. Обычно считается, что строки матрицы соответствуют стратегиям первого игрока, столбцы – стратегиям второго, первый выбирает строку, второй – столбец. На пересечении стоит выигрыш первого игрока (возможно, что он отрицателен, то есть первый игрок в проигрыше). Если размерность матрицы 
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, то игра называется игрой 
[image: image29.wmf]n

m

´

, т. е. размерность матрицы определяется числом стратегий. В общем случае платежная матрица игры имеет вид, приведенный в таблице:
	
	В1
	…
	Вj
	…
	Вп

	А1
	a11
	…
	a1j
	…
	a1n

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Аi
	ai1
	
	aij
	
	ain

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Ат
	am1
	…
	amj
	…
	amn


Каждый игрок выбирает для себя наиболее выгодную стратегию. При этом первый игрок стремится выбрать такую стратегию, которая доставляет ему максимальный выигрыш, тогда второй игрок выбирает стратегию, приво​дящую его к минимальному проигрышу. В этой связи вводят понятия нижней и верхней чистой цены игры.

Нижней чистой ценой игры (максимином) называется число α, определяемое по формуле
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Верхней чистой ценой игры (минимаксом) называется число β, определяемое по формуле
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Стратегии игроков, соответствующие максимину (минимаксу), называются максиминными (минимаксными).

Различают стратегии чистые и смешанные. Чистая стратегия Ai (i=1,…, m) первого игрока (чистая стратегия Bj  (j=1,…, п) второго игрока) - это возможный ход первого (второго) игрока, выбранный им с вероятностью, равной 1.

Теорема. В матричной игре нижняя чистая цена игры не превосходит верхней чистой цены игры, т. е. 
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Если для чистых стратегий Аi, Вj игроков А и В соот​ветственно имеет место равенство 
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, то пару чистых стратегий (Аi, Вj) называют седловой точкой матричной игры, элемент aij матрицы, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца – седловым элементом платежной матрицы, а число 
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 - чистой ценой игры.

Наличие седловой точки означает наличие чистых стратегий игроков, гарантирующих каждому из них результат не хуже одной и той же определенной величины. 

Из сказанного выше ясно, как проверять платежную матрицу на наличие седловой точки:

· в каждой строке находится минимальный элемент, а среди них берется максимальный;

· в каждом столбце находится максимальный, а среди них берется минимальный;

· если эти два элемента совпадают, то матрица имеет седловую точку, в противном случае нет.

При наличии у платежной матрицы седловой точки, естественно, выбирают стратегии, соответствующие этой точке. Такое решение гарантирует одному из игроков «выигрыш» не меньше определенной величины (цены игры 
[image: image35.wmf]v

), другому – «проигрыш» не больше этой величины. Отклонение от этих стратегий может дать одному из игроков выигрыш как больше, так и меньше цены игры (никаких гарантий нет), а другому –  проигрыш как больше, так и меньше цены игры.
Задача 4
Используя минимаксные стратегии, определить верхнюю и нижнюю цену игры, заданной платежной матрицей, цену игры и оптимальные чистые стратегии игроков.
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Образец выполнения задачи 4.
Игра задана платёжной матрицей:
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Определим верхнюю и нижнюю цену игры. Поскольку первый игрок придерживается максиминной стратегии, для каждой из стратегий первого игрока определяется наихудший вариант (наименьший выигрыш), а затем из них выбирается наилучший (наибольший).

Нижняя цена игры:  
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]j
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]ij
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Второй игрок следует минимаксной стратегии: для каждой стратегии второго игрока выбирается наихудший вариант (наибольший проигрыш), а затем из них выбирается наилучший (наименьший).

Верхняя цена игры:  
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Для заданной платежной матрицы находим:
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Поскольку 
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, то игра имеет седловую точку, и существует оптимальное решение игры в чистых стратегиях.

Оптимальная стратегия первого игрока - 
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, оптимальная стратегия второго игрока - 
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Вопросы для самопроверки:
1. Что такое матричная игра с нулевой суммой?

2. В чем смысл элементов платёжной матрицы?

3. Что такое чистая стратегия?

4. Что называется ценой игры?

5. Что такое седловая точка?

6. В чем сущность оптимальных чистых стратегий?
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