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Логика предикатов  раздел алгебры логики, являющийся основой построения  формальных логико-математических языков. Используется при решении интеллектуальных задач, таких как машинный перевод текстов с одного языка на другой, сочинение музыки, стихов и т.д., т.е. таких задач, которые не контролируются полностью заданной программой и потоком входных данных, а допускают возможность выработки программой самостоятельных критериев, связанных с особенностями алгоритмов. Чтобы формальный язык имел такие возможности, ему требуется более разнообразный алфавит по сравнению с алфавитом логики высказываний. Это разнообразие обеспечивается введением предметной области, содержащей объекты произвольной природы, а также предикатных и функциональных символов, которые существенно расширяют выразительные возможности логики предикатов по сравнению с логикой высказываний. 
Рассмотрим логику предикатов первого порядка. Понятие предиката вводится в теории множеств: n-местным предикатом называют n-местное отношение на множестве элементов предметной области, которому поставлено в соответствие множество упорядоченных n-ок, элементами которых являются объекты из предметной области, на которых это отношение истинно. В отличие от пропозициональных переменных логики высказываний, принимающих значение в множестве {0,1} ({истина, ложь}), переменные в логике предикатов принимают все возможные значения в предметной области (пробегают предметную область). Отношения объектов предметной области, определенные на естественном языке, могут быть представлены на языке логики предикатов в виде предложений, удовлетворяющих определенным требованиям. Рассмотрим синтаксис и семантику логики предикатов. 
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Исходные символы языка логики предикатов делятся на шесть групп:
1. V - множество предметных переменных,  
2. С - множество предметных констант, 
3. S-множество логических связок, здесь   - символ конъюнкции или логического умножения, -дизъюнкция или логическое сложение,  символ импликации или логического следования,  - символ эквивалентности,  – исключающее ИЛИ,   - логическое отрицание; 
4. F-множество функциональных символов,,  –  -местная функция;
5. R-множество предикатных символов, ,   - местный предикатный символ.
6. множество вспомогательных символов , (, ) }.
В языке логики предикатов определяется понятие предметной области D, такой, что   с есть наименование объекта в предметной области D; предметные переменные  «пробега.т» весь диапазон возможных значений из D. Установление связи между элементами языка логики предикатов и предметной областью D производится с помощью функции интерпретации I.
Функциональные символы из множества F суть операции над некоторыми операндами, определенными над предметной областью D.
Предикатные символы есть отношения, определенные также в предметной области D.
Сигнатурой языка логики предикатов  называется объединение множеств переменных, функциональных и предикатных символов, которое обозначается как 

Здесь
,  .
Сигнатура называется функциональной, если R и предикатной, если . 
Таким образом, отображение  ставит в соответствие каждому функциональному символу и каждому предикатному символу натуральное число, являющееся местностью этого функционального или предикатного символа, т.е. определяет число аргументов функционального или предикатного символа. Например,  определяет двухместный функциональный символ, а выражение  – двухместный предикатный символ.
Мощностью сигнатуры  называется мощность множества . 
Алгебраической системой сигнатуры , называется упорядоченная пара, содержащая непустое множество D (предметную область) и объекты сигнатуры ,обозначается , если каждому n-местному предикатному (функциональному) символу из  сопоставлен n-местный предикат (функция) той же местности на D, а каждой предметной константе из  сопоставлен некоторый элемент из D. Если сигнатура не содержит функциональных символов, то алгебраическая система называется моделью.
 Множество D называется несущим множеством алгебраической системы.
Пусть  , тогда модель  называется обеднением модели . Соответственно,  есть обогащение , если интерпретация всех символов сигнатуры  совпадает с интерпретацией этих символов в сигнатуре . 
При необходимости в модели, может указываться конкретная функция интерпретации для каждого предикатного символа сигнатуры.
Кроме перечисленных исходных символов в логике предикатов рассматриваются еще две категории выражений: термы и формулы. 
Индуктивное определение терма:
Термы являются аргументами предикатных символов. Понятие терма сигнатуры  определяется индуктивно: 
· всякая предметная переменная  и всякая константа  являются термом;
· если  – термы, а  – функциональный символ местности n сигнатуры , то выражение вида f(t_1,t_2,…,t_n ) –тоже терм 
· других термов нет.
Терм называется постоянным (основным, замкнутым), если он не содержит переменных, и параметрическим - в противном случае. 
Например, переменные  и константы 2, е, - термы, выражения  – тоже термы.
Индуктивное определение формулы:
· предикатный символ ,где  термы сигнатуры , есть атомная формула или атом;
· если  – формулы, то ;
· если  – формула, то выражения   – формулы. Здесь  и  называются кванторными приставками, х  переменная кванторной приставки,  – область действия кванторной приставки; в этих случаях говорят, что переменная х входит в формулу связанно, или что имеет место связанное вхождение переменной х;
· других формул нет.
Формула  называется постоянной или предложением, если она не содержит свободных вхождений переменных. В противном случае формула называется параметрической или условием.
Одна и та же переменная может входить в формулу как связанно, так и свободно. Например,
1. в формулу  обе переменные входят свободно.
2. в формулу  переменная x входит связано, а переменная  – свободно.
3. В формуле  переменные x и y входят связанно в первое логическое слагаемое. В формулу  переменная  входит свободно
Множество формул образует язык логики предикатов PrL.
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Термы и формулы логики предикатов являются правильно построенными словами и предложениями, которые не имеют смысла до тех пор, пока для них не определена функция интерпретации, т.е. не указано, как следует понимать эти слова и предложения. Следует, прежде всего, зафиксировать предметную область, свойства которой описываются формулами языка логики предикатов. Эта область должна представлять собой непустое множество вместе с заданными на этом множестве операциями и отношениями. Напомним, что n-местной операцией на D называется отображение, сопоставляющее каждой упорядоченной n-ке из множества  (  декартова n-я степень множества D) определенный элемент из множества D. n-местной операции на D соответствует (n+1)-местное отношение на D. Например, в арифметике предметная область – это множество натуральных чисел, основные операции – это безаргументные операции, выделяющие 0 и 1, а также операции +, ×; основное отношение – отношение порядка ≤. В элементарной геометрии операции обычно не рассматривают, а основные отношения – это отношения равенства, принадлежности, быть точкой, быть прямой, быть плоскостью и др. 
Операции и отношения могут иметь различные арности. 
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Роль термов в языке логики предикатов   состоит в том, чтобы описывать имена объектов из предметной области D. Сами по себе термы  просто строчки символов и ничего не выражают, пока не определена семантика языка, т.е. интерпретация символов. 
В соответствии с первым пунктом правила определения терма терм – это предметная переменная или константа. Интерпретация  ставит в соответствие каждому символу константы сигнатуры  конкретный объект из предметной области, т.е. функция интерпретации константы 

Предметные переменные, от которых зависит значение (интерпретация) терма, пробегают предметную область, т.е. последовательно принимают все возможные значения в D.
Для термов, определенных по второму пункту правила, функция интерпретации терма, как   , где  , а -местный функциональный символ, определяется следующим образом:

Интерпретация  кортежа его аргументов , определенного в множестве  в предметную область D, которое ставит в соответствие каждой упорядоченной n-ке значений аргументов функционального символа  конкретный объект из D, равный значению этого функционального символа, т.е. 

Очевидно, речь идет только об интерпретации постоянных термов. Действительно, если надо определить интерпретацию терма , сразу встает вопрос, а что такое х. Поэтому интерпретация термов состоит из интерпретации всех термов, начиная с тех, которые имеют наибольшую глубину вложения.
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Интерпретацией формулы в данной модели называется отображение

которое ставит в соответствие каждой упорядоченной n-ке аргументов предикатного символа логическое значение 0 (ложь) или 1 (истина). В выбранной интерпретации всякой замкнутой формуле ставится в соответствие ее логическое значение, а всякой формуле, содержащей свободные вхождения переменных – ее таблица, соответствующая всем возможным интерпретациям параметрических термов, являющихся ее аргументами. Логическое значение формулы А в интерпретации I обозначается . Для постоянной формулы это 0 или 1, для формулы, содержащей свободные вхождения переменных - вектор, элементами которого являются 0 и 1, длина которого зависит от числа различных наборов значений свободных переменных в данной предметной области. Формулу А сигнатуры  назовем выполнимой, если существует такая алгебраическая система, что А истинна в  при некоторых значениях свободных переменных. Формула А называется тождественно истинной (тавтологией), если А истинна в любой алгебраической системе сигнатуры  при любых значениях свободных переменных. 
Говорят, что формула А семантически следует из множества формул , если для любой алгебраической системы  из истинности в  всех формул из  при некоторых значениях переменных следует истинность А в  при тех же значениях переменных.
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Логическое значение постоянной формулы может быть определено как 0 или 1 (ложь или истина) в данной модели. Для параметрических формул функция интерпретации  определяет значение формулы на каждом из возможных  наборов значений переменных в предметной области.  Если |D|  мощность предметной области, n  местность предикатного символа, то число различных наборов значений переменных равно числу размещений с повторениями , т.е. число различных интерпретаций предикатного символа равно быстро возрастает с ростом n. 
Примеры 
1. Пусть предметной областью является множество натуральных чисел N, и сигнатура содержит единственный предикатный символ: «(х - простое число)».
Таблица функции интерпретации бесконечна, ее фрагмент приведен в табл. 1. 
Таблица 1Функция интерпретация предиката Р "X – простое число"
	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	
	0
	2
	2
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0


2. Указать значения 0-местного предиката на любой предметной области. 
Пусть Dпредметная область, на которой задан 0местный предикат r. Тогда . По определению  (пустое множество). Поэтому на всей предметной области интерпретация предиката одинакова и равна 0 или 1, т.е. 0-местный предикат есть просто константа.
3. Определить таблицы истинности всех 2-местных предикатов A(x,y) в предметной области . 
Пара переменных (х,у) в данной предметной области принимает  набора значений, которым соответствуют четыре строки, табл. 2. Для каждого набора значений переменных функция интерпретации определяет логическое значение предиката как 0 или 1. Полное число функций интерпретации равно  Каждый столбец в табл. 2 определяет один из 16 возможных предикатов. В таблице истинности шестнадцати предикатов каждой функции сопоставлен столбец, обозначенный как , где j равен десятичному номеру двоичного вектора интерпретации, находящегося в данном столбце. Номер вектора читается в столбце таблицы сверху вниз, т.е. верхний разряд имеет вес , в следующем разряде – вес  в двух последних –  и  соответственно. 
Например, вектор функции интерпретации, помеченный индексом 10, имеет вид (1010). 
Таблица 2Функции интерпретации двухместного предиката
	x
	y
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


4. Пусть D={1}. Найти множество значений предикатов произвольной местности. 
В одноэлементной предметной области при любой местности n предиката набор значений переменных фиксирован и содержит одни единицы.  В этом случае возможны два различных значения предикатов, табл. 3.
Таблица 3Интерпретация предиката произвольной местности в одноэлементной предметной области
	
	
	

	11…1
	0
	1


5. Задать все возможные 1-местные предикаты на трехэлементной предметной области D=1,2,3}. Сколько различных 2-местных предикатов существует в данном случае ?
В одноместном предикате число различных наборов значений переменных равно 3. Следовательно, число строк таблицы равно трем, а число различных интерпретаций равно =8. Они представлены в табл.4. 
Таблица 4 Функции интерпретации одноместного предиката в трехэлементной предметной области
	x
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	2
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	3
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


Число 2-местных предикатов в данном случае определим так: число различных наборов значений переменных длины 2 , равно числу размещений с повторениями из 3-х элементов по 2, т.е. , а число возможных различных интерпретаций 2-местного предикатного символа равно . Например, вектор функции интерпретации с номером 497 Р(х,у)=I497=(111110001). 
[bookmark: _Toc98499272][bookmark: _Toc402161927]Интерпретация формул с логическими связками.
Пусть   атомные формулы, заданные своими функциями интерпретации. тогда логическое значение формулы  определяется как конъюнкция функций интерпретации этих двух формул. 
Если    области истинности формул A(x) и B(x), то область истинности конъюнкции определяется пересечением областей истинности  . Т.е. область истинности конъюнкции определяется как . 
Примеры
6. Найти логическое значение формулы (P(Q&R)), если логические значения постоянных формул (P, Q ,R ) заданы тройкой (1,0,0).
Формула содержит 0-местные предикаты P, Q ,R, поэтому ее значение в заданной интерпретации в любой предметной области определяется простой подстановкой заданных значений функции интерпретации атомов: .
7. Найти значения формулы , если предметная область D={1,2,...,6},  и заданы функции интерпретации предикатов: . 
Так как данная формула содержит свободное вхождение переменной х, ее интерпретацией будет множество значений, определяющих логическое значение формулы для каждого значения  переменной х. Результаты вычисления представлены в табл. 5.
Таблица 5 Логическое значение формул со связками
	X
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	
	0
	0
	1
	1
	0
	1

	
	0
	0
	1
	1
	0
	1



[bookmark: _Toc98499273][bookmark: _Toc402161928]Интерпретация формул, содержащих кванторы
Логическое значение формул, содержащих кванторную приставку по переменной х, определяется для квантора существования   как максимум из логических значений формулы, когда переменная кванторной приставки «пробегает» всю предметную область, и как минимум для квантора общности , т.е. 


Здесь d  объект из предметной области, являющийся интерпретацией параметрического терма х, когда переменная x пробегает предметную область. При определении логического значения формул логики предикатов необходимо учитывать следующие правила:
· вначале выполняются действия в скобках;
· кванторы связывают сильнее, чем отрицание, отрицание  сильнее, чем конъюнкция, конъюнкция - сильнее, чем дизъюнкция и импликация, последние  сильнее, чем эквивалентность. 
Примеры 
8. Найти логическое значение формулы  в модели:  
Формула является условием, так как переменная x входит в нее свободно. Следовательно, необходимо определить логическое значение формулы для каждого значения переменной x. Атом P двухместный. Таблица истинности для него содержит строк (число размещений с повторениями из 3 по 2), а число различных функций интерпретации равно . В заданной интерпретации . Операции по построению таблицы истинности формулы даны в табл. 6
Таблица 6 Интерпретация формул с логическими связками
	x y
	
	

	11
	0
	1

	12
	1
	

	13
	0
	

	21
	0
	0

	22
	0
	

	23
	0
	

	31
	0
	1

	32
	1
	

	33
	1
	


Переменная х свободна в данной формуле, поэтому значение формулы   с кванторной приставкой по переменной у определяется для каждого значения переменной x как максимум логических значений подформулы Р(х,у), когда переменная y пробегает всю предметную область.
9. Найти логическое значение формулы  в модели 
Последовательность действий по определению логического значения формулы очевидна из табл. 7.  
Таблица 7 Интерпретация постоянной формулы
	x y
	
	
	

	11
	0
	1
	0

	12
	1
	
	

	13
	0
	
	

	21
	0
	0
	

	22
	0
	
	

	23
	0
	
	

	31
	0
	1
	

	32
	1
	
	

	33
	1
	
	


10. Составить таблицу истинности формулы  в предметной области .
Таблица истинности формулы языка логики предикатов в заданной предметной области содержит: 
· все возможные наборы значений переменных, имеющих свободное вхождение в формулу, 
· все возможные значения истинности атомных постоянных формул,
· все возможные функции интерпретации формул, содержащих свободные вхождения переменных и соответствующие этим интерпретациям истинностные значения всех подформул и самой формулы. 
Переменная х входит в эту формулу связанно, а переменная y свободно. Следовательно, значение истинности всей формулы определяется значением переменной у в каждой возможной интерпретации атомов формулы Q(у) и Р.
Определим число строк таблицы истинности данной формулы. Переменные х и у пробегают предметную область 
Так как функция интерпретации предикатных символов не указана, следует рассмотреть все возможные интерпретации формул Q(x,у) и Р. Из приведенных выше примеров очевидно, что в рассматриваемой модели атомная формула Q(х) может иметь четыре различных функции интерпретации, и длина каждой из этих функций равна двум. Постоянная атомная формула Р может иметь два истинностных значения: 0 и 1. 
Таблица 8 Интерпретация параметрической формулы с кванторами
	
	
	
	
	
	
	
	y

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1

	
	0
	0
	0
	2
	1
	0
	2

	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	
	0
	1
	1
	2
	1
	1
	2

	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	0
	0
	0
	2
	0
	0
	2

	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	0
	1
	1
	2
	1
	1
	2

	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	
	0
	1
	0
	2
	1
	0
	2

	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	
	1
	1
	1
	2
	1
	1
	2

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	1
	1
	0
	2
	0
	0
	2

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	1
	1
	1
	2
	1
	1
	2


Таким образом, подформула в области действия кванторной приставки может иметь 8 различных функций интерпретации, каждая из которых является двухэлементным вектором. 
Общее число строк таблицы функций интерпретации каждой подформулы и формулы в целом при всевозможных сочетаниях логических значений ее подформул и переменных равно 16. 
Последовательность действий при определении логического значения формулы очевидна из табл. 8.
11. Составить таблицу истинности  формулы 

в модели 
Построение таблицы истинности подформулы, находящейся в области действия квантора общности, показано в табл. 8, а таблицы истинности для всей формулы  в табл. 9. 
Таблица 9 Интерпретация предложения, содержащего кванторы
	
	
	
	
	
	
	
	
	y

	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1

	
	
	0
	0
	0
	2
	1
	0
	2

	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	
	
	0
	1
	1
	2
	1
	1
	2

	0
	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	0
	0
	0
	2
	0
	0
	2

	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	0
	1
	1
	2
	1
	1
	2

	1
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	
	
	0
	1
	0
	2
	1
	0
	2

	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	
	
	1
	1
	1
	2
	1
	1
	2

	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	1
	1
	0
	2
	0
	0
	2

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	1
	1
	1
	2
	1
	1
	2



Данный пример показывает, как значение функции интерпретации предложения зависит интерпретации всех предикатных символов, входящих в  «большую» формулу.
12. Пусть предикат  означает .  
Выясним, как влияет квантор на интерпретацию формулы. Очевидно, что =0. Сигнатура в данном случае содержит один функциональный символ (+) и один символ отношения . 
Навесим теперь на предикат квантор существования:  содержит две свободные переменные и задает двухместный предикат, означающий . Вместо связанной переменной нельзя подставить конкретное значение, потому что логическое значение формулы оценивается по интерпретации бескванторной формулы на всей предметной области. При подстановке термов в формулу надо учитывать некоторые ограничения:
· вместо связанной переменной ничего подставлять нельзя. Ее можно только переименовать, используя для нового идентификатора переменной символ, который не встречается в «большой» формуле. 
· Нужно следить за тем, чтобы при подстановке терма вместо свободной переменной в формуле не возникало новых связанных вхождений свободной переменной.
· Нужно также следить за тем, чтобы ни одна свободная переменная не оказалась в области действия квантора по связанной переменой.
· Несоблюдение этих правил приводит к искажению логического значение формулы в результате подстановок.
Постоянная формула, полученная навешиванием на параметрическую формулу квантора общности по всем свободно входящим переменным, называется  или замыканием P:
)P= P
Постоянная формула, полученная навешиванием квантора  по всем свободно входящим переменным, называется (P).
Формула А называется общезначимой, если она истинна во всех моделях и во всех интерпретациях, т.е. в любой предметной области и в любой интерпретации. При этом замыкание А истинно, .
Формула  выполнима,  если она выполнима в какой-нибудь предметной области и в какой-нибудь интерпретации, т.е. если 
Формула А называется выполнимой, если она истинна в какой-либо интерпретации и в какой- Очевидно, что всякая общезначимая формула выполнима. Обратное не  справедливо. 
Пусть сигнатура содержит предикатный символ  в формуле . В модели  формула P означает: существует наименьшее натуральное  число, и она истинна. В то же время в модели  формула F означает: существует наименьшее действительное число, и она ложна. Следовательно, указанная формула выполнима, но не общезначима. 
Общезначимая формула А обозначается: . Например, . 
Если формула А не выполнима ни в какой модели, т.е. ни в какой предметной области и ни в какой интерпретации, она  называется противоречием. Например,..
В бескванторных формулах вопрос о логическом значении формулы решается непосредственным использованием правил определения логического значения связок. 
Для формул с кванторами процедура определения логического значения формулы осложняется тем, что предметные переменные имеют в общем случае бесконечные области определения. Поэтому прямой перебор всех значений невозможен и приходится использовать косвенные приемы, основанные на использовании правил интерпретации формул с кванторами. 
Рассмотрим примеры.
Доказать общезначимость формулы 

Пусть для некоторого предиката Р и предметной области D левая часть эквивалентности истинна. Тогда в предметной области не существует ни одного элемента , для которого . Следовательно, для всех  формула  ложна, а ее отрицание тождественно истинно. Согласно правилу интерпретации формул, образованных квантором общности, . Таким образом, левая и правая части эквивалентности истинны, следовательно, формула истинна.
Пусть теперь левая часть эквивалентности ложна. Тогда в предметной области найдется хотя бы одно значение переменной х, равное а, при котором формула Р(а) истинна. Тогда для этого элемента предметной области отрицание формулы  будет ложно, и, следовательно, это доказывает, что рассматриваемая формула общезначима.
Доказать общезначимость формулы 

Если  то импликация истинна при любом логическом значении заключения импликации.   
Если, то импликация истинна только при истинном значении заключения импликации. Истинность посылки импликации в данном случае означает, что в предметной области найдется хотя бы один элемент , на котором обе формулы  истинны одновременно. Но в этом случае каждая из подформул, входящих в конъюнкцию в заключении импликации окажется истинной, и заключение импликации также будет истинно. В этом случае импликация также истинна.  
Следовательно, данная формула общезначима.
[bookmark: _Toc402161929]Метод семантических таблиц
Как и в логике высказываний, доказательство тождественной истинности формул может производиться с использованием семантических таблиц Бета. Семантические таблицы для логики предикатов содержат кроме элементарных семантических таблиц логики высказываний, элементарные семантические таблицы для формул с кванторами. В корень соответствующих таблиц помещается помеченная формула с квантором общности или существования. Ранее было определено, что логическое значение формулы, образованной с использованием квантора общности, определяется как минимум из логических значений формулы, находящейся в области действия квантора, при всевозможных подстановках термов из предметной области вместо всех вхождений переменной квантора.
Семантические таблицы для помеченных атомов  означают, что при построении таблицы переменная x должна принимать все возможные значения, т.е. пробегать всю предметную область. Возможно, что таблица окажется бесконечной.
Построение замкнутых семантических таблиц для предложений логики предикатов аналогично построению семантических таблиц для формул логики высказываний с учетом особенностей элементарных таблиц для формул с кванторами.
[bookmark: _Toc98499276][bookmark: _Toc103091475][bookmark: _Toc107671682][bookmark: _Toc402161930]Подстановка термов в формулы
[bookmark: править_формулы]Формальной подстановкой (или просто подстановкой) называется функция , определенная на конечном множестве переменных, перерабатывающая каждую переменную  из области определения  в некоторый терм формальную подстановку можно изображать в виде двумерной таблицы 

где в верхней строке указана область определения функции :

и 
Пусть Т –формула или терм логики предикатов и формальная подстановка . 

Другое обозначение подстановкимножество

где  обозначают соответственно переменные и термы.
Выражение (атом, терм, формула) Т обозначает выражение, полученное путем подстановки на места свободных вхождений переменных  соответствующих термов .
Если вместо переменных в выражение ничего не подставляется, то подстановка называется пустой. Пустая подстановка обозначается символом Е, E={ }.
Дадим индуктивное определение подстановки.


При выполнении подстановки терма в формулу, важно учитывать следующее:
· Вместо связанных переменных ничего подставлять нельзя.
· Нельзя допускать появления новых связанных вхождений какой-нибудь переменной, если их не было в исходной формуле.
Результат подстановки термов  в формулу Р вместо свободно входящих переменных , обозначается  или .
Определение: переменная у свободна для переменной х в формуле Р, если в формуле Р отсутствуют свободные вхождения переменной y, находящиеся в области действия квантора по переменной x; терм t свободен для переменной х в формуле Р, если любая переменная терма свободна для y в формуле Р. Это значит, что в формулу  нельзя подставить терм , так как в результате подстановки возникает новое связанное вхождение переменой , которого не было в исходной формуле. Эта ситуация называется коллизией переменных. Чтобы избежать коллизии переменных можно перед выполнением подстановки переименовать связанную переменную формулы так, чтобы имя новой переменной не встречалось нигде в «большой» формуле.
[bookmark: править_формулы_2]Следствия. 
1. Постоянный терм свободен для любой переменной в  любой формуле Р. 
2. Если ни одна переменная терма не является связанной переменной формулы Р, то терм t свободен для любой переменной формулы Р.   
Практически это означает, что свободный для переменной y терм может быть подставлен в формулу Р вместо свободного вхождения переменной x, не изменив ее логического значения. 
Логическое значение формулы, в которой имеются свободные вхождения переменных, получается в результате выполнения операции замыкания, которая означает навешивание на формулу кванторов общности по всем свободно входящим переменным. Например, формула (x+y<0) содержит переменные х и у свободно. Логическое значение замыкания этой формулы в алгебраической системе M=(R,<,+), где Rмножество действительных чисел, получается навешиванием квантора общности по переменным x, y: . 
Пусть терм . Согласно определению переменная x свободна для терма t в исходной формуле. Результатом подстановки будет формула , логическое значение которой в любой модели совпадает со значением формулы до подстановки.
Связав в исходной формуле переменную у квантором существования, получим формулу . Логическое значение замыкания этой формулы  в алгебраической системе . В результате подстановки терма t в формулу вместо свободного вхождения переменной x произошла смена логического значения формулы. Такое событие называется коллизией переменных.
Далее будут приведены общезначимые равносильности логики предикатов, среди которых имеется равносильность, утверждающая возможность переименования связанных переменных. Чтобы избежать коллизии переменных, необходимо перед подстановкой терма в формулу произвести переименование всех связанных переменных формулы, встречающихся в терме. Действительно, в рассмотренном примере после переименования связанной переменной y в результате описанной выше подстановки получим формула формулу 
Подставив в нее тот же терм, получим ложную формулу.

[bookmark: _Toc98499277][bookmark: _Toc103091476][bookmark: _Toc107671683][bookmark: _Toc402161931]Исчисление предикатов
Исчисление предикатов – это формальная система, которая включает алфавит, синтаксические правила построения формул в алфавите, аксиомы (общезначимые исходные формулы), правила вывода, позволяющие строить новые формулы. Выше были определены алфавит и синтаксические правила построения формул в логике предикатов. Исчисление предикатов, подобно исчислению высказываний, добавляет к алфавиту логики предикатов символ секвенции (выводимости) ├, используемый для образования секвенций.
Правила вывода ├  связаны непосредственно с формулами, а не с таблицами истинности, позволяя на основании истинности одних формул делать заключение об истинности других формул. 
[bookmark: _Toc98499278][bookmark: _Toc103091477][bookmark: _Toc107671684]1.6.1. Классическое исчисление предикатов
Определим множество аксиом классического исчисления предикатов: 
Аксиомами исчисления предикатов называются формулы этого языка, имеющие один из следующих видов:
Это аксиомы классического исчисления высказываний, в которых все логические переменные рассматриваются как предикаты. К ним относятся формулы, построенные по первым двум пунктам правила образования формул (предикаты и формулы, построенные с использованием логических связок). 
1. A(BА);
2. (A(BC))((AB)(AC));
3. A(BA&B);
4. A&BA;
5. A&BB;
6. (AC)((BC)((AB)C);
7. A(AB);
8. B(AB);
9. (AB)((AB)A);
10. AA;
К этому множеству аксиом добавляются формулы, образованные с использованием кванторов. Если free (x, t, )[footnoteRef:1],  то общезначимы формулы: [1:  free (x, t, ) означает, что терм t свободен для переменной х в формуле .] 


11. (x(x)(x/t)); (правило универсальной подстановки); 
12. x(  (x))  (  x (x)); 
13. ((x/t)x(x)); (правило экзистенциальной конкретизации)
14. x((x)  )(x (x)  ).
Здесь А, В, С, ,  – произвольные формулы, так что каждая строка вышеприведенного списка задает схему аксиом исчисления предикатов. Фиксируя А, В, С, из каждой схемы аксиом можно получить бесконечное множество конкретных аксиом. 
Предикатные символы в классическом исчислении предикатов играют роль предикатных переменных в том смысле, что при подстановке в формулу вместо предикатных символов любой формулы логики предикатов (одной и той же вместо одного и того же предиката) логический смысл формулы не меняется. Это означает, что аксиомы классического исчисления предикатов, как и аксиомы классического исчисления высказываний, остаются аксиомами в любой интерпретации. 
При использовании классического исчисления предикатов для описания свойств какой-либо конкретной предметной области абстрактные предикатные символы заменяют конкретными, называемыми также индивидуальными предикатными символами. 
Используя методы логики высказываний, нетрудно убедиться, что все аксиомы логики предикатов являются общезначимыми формулами. Любая общезначимая формула логики предикатов является теоремой. 
Приведем доказательства аксиом логики предикатов 1114, вводящих кванторы.

Правило универсальной подстановки: ╞(). 
Пусть I[x(x)]=0. Так как 0x=1, доказательство в этом случае окончено.



Пусть I[x(x)]=1. Логическое значение формулы, образованной квантором общности, определяется как минимум из логических значений формулы, находящейся в области действия квантора. Поэтому сделанное предположение означает, что . Пусть t  постоянный терм. Интерпретация терма t – это конкретный элемент предметной области, и логическое значение формулы  Согласно определению импликации и в этом случае импликация истинна (11=1). Следовательно, данная формула общезначима. Если терм t параметрический и свободен для переменной x в формуле (x), то результатом подстановки станет формулаусловие. Произведя замыкание полученной формулы, получим x:
Доказательство окончено.
Доказательство правила экзистенциальной конкретизации аналогично.
Докажем общезначимость: если ╞(x((x)  )(x (x))).
Данное выражение означает, что при любых логических значениях атомов, входящих в «большую» формулу, и в любой интерпретации формула остается истинной. В формулу (x) переменная x входит свободно, а формула  не содержит свободных вхождений переменной x. Если в «большую» формулу входят свободно другие переменные, по ним необходимо провести замыкание путем навешивания квантора общности по всем переменным, кроме переменной x. Введем обозначение


Результатом замыкания будет новая формулировка теоремы: 


╞x
По определению истинна импликация с ложной посылкой или истинным заключением.

Если посылка импликации x ложна, то доказательство окончено, так как импликация с ложной посылкой истинна. 






Если же посылка импликации x истинна, то в соответствии с правилом определения логического значения формулы, образованной квантором общности Если при этом I[]=1, то доказательство окончено. Если I[]=0, то  тогда и только тогда, когда . Но при этом . Следовательно, I[]=1. 
[bookmark: _Toc532181571][bookmark: _Toc532278829][bookmark: _Toc532286037][bookmark: _Toc532286110][bookmark: _Toc532298518][bookmark: _Toc532923461][bookmark: _Toc533247056][bookmark: _Toc533247280][bookmark: _Toc533247529][bookmark: _Toc533247587][bookmark: _Toc533307882][bookmark: _Toc533307966][bookmark: _Toc533308044][bookmark: _Toc6201480][bookmark: _Toc24780557][bookmark: _Toc24853777][bookmark: _Toc26007618][bookmark: _Toc26007738][bookmark: _Toc26007806][bookmark: _Toc26245119][bookmark: _Toc26249390][bookmark: _Toc27370018][bookmark: _Toc27370203][bookmark: _Toc27370430][bookmark: _Toc27370643][bookmark: _Toc44773850][bookmark: _Toc52177699][bookmark: _Toc52614314][bookmark: _Toc57562969][bookmark: _Toc58252730][bookmark: _Toc58664668][bookmark: _Toc59434674]Теорема доказана. 
Теорема, вводящая квантор общности, доказывается аналогично. 


Фигуры следующих двух видов называются правилами вывода исчисления предикатов: , . Здесь А и В  произвольные формулы, хпроизвольная переменная. Первое правило  модус поненс (modus ponens), второе правило – правило обобщения. При применении правила обобщения необходимо учитывать, что формула А, из которой выводится  формула xA, не должна содержать свободно переменную х.
Правила сохраняют логические законы: если выше черты стоят общезначимые формулы, то формула под чертой также общезначима. 
[bookmark: _Toc98499279][bookmark: _Toc402161932]Общезначимые эквивалентности логики предикатов


Логика предикатов изучает свойства операций над предикатами и формул, образованных с помощью этих операций. При этом имеются в виду только такие свойства, которые не зависят от природы элементарных предикатов, входящих в формулы. Поэтому символы элементарных предикатов, входящих в формулы, могут обозначать любые предикаты от соответствующих переменных. Говорят, что символы предикатов, входящих в формулы, являются предикатными переменными в отличие от предметных переменных, от которых эти предикаты зависят. Например, формула содержит один двуместный предикатный символ. При замещении его конкретным предикатом , определенным на множестве действительных чисел R, получаем истинное предложение: Для всякого действительного числа х существует большее его действительное число у. При замещении Р предикатом (x>y), определенным также на R, получим истинное предложение: Для всякого действительного числа х существует меньшее его действительное число у. 
Главным рабочим инструментом в логике предикатов является понятие эквивалентности формул, которое определяется следующим образом. Формулы А и В эквивалентны, если
множества их свободных переменных совпадают;
при любом замещении входящих в формулы А и В предикатных символов постоянными предикатами эти формулы переходят либо в один и тот же предикат, либо в предложения, имеющие одинаковые таблицы истинности. Разумеется, все вхождения одноименных предикатных символов в А и В должны заменяться одним и тем же предикатом. 
[bookmark: останов2]Формулы А и В называются равносильными, если их истинностные таблицы совпадают во всех моделях, обозначается АВ. Отношение равносильности есть эквивалентность. Оно разбивает множество формул логики предикатов на классы равносильных формул. Все равносильности языка логики высказываний справедливы также для логики предикатов. Но в логике предикатов появляются новые равносильности, содержащие кванторы. Пусть х, у  переменные, не обязательно разные, А(х,у), В(х), С(х) - формулы, Е  формула, не содержащая свободных вхождений переменной х. Тогда справедливы общезначимые эквивалентности логики предикатов.
[bookmark: _Toc402161933]Общезначимые эквивалентности:
Замена связанной переменной :
╞ xB(x)  yB(y);	
╞ xB(x)  yB(y).
Перестановка одноименных кванторов:
╞ xy A(x,y)  yx A(x,y); 
╞ xyA(x,y) yx A(x,y).
Пронесение отрицания через кванторы:
╞ xC(x)  x(C(x)); 	
╞ xC(x)  x(C(x)).
Введение отрицания в формулу:
╞ xC(x)  (x(C(x)));	
╞ xC(x)  (x(C(x))).
Дистрибутивность квантора общности относительно конъюнкции:
╞ xB(x) & xC(x)  x(B(x)&C(x)),
╞ E & xC(x)  x(E&C(x)).
Дистрибутивность квантора существования относительно дизъюнкции:
╞ xB(x)  xB(x)  x(B(x)  C(x)),
╞ (E  xC(x))  x(E  B(x)).
Дистрибутивность квантора существования относительно конъюнкции:
╞ E & xC(x)  x(E & C(x)).
Дистрибутивность квантора общности относительно дизъюнкции:
╞ E  xC(x)  x(E  C(x)).
[bookmark: _Toc524501690][bookmark: _Toc478192323][bookmark: _Toc532181572][bookmark: _Toc532278830][bookmark: _Toc532286038][bookmark: _Toc532286111][bookmark: _Toc532298519][bookmark: _Toc532923462][bookmark: _Toc533247057][bookmark: _Toc533247281][bookmark: _Toc533247530][bookmark: _Toc533247588][bookmark: _Toc533307883][bookmark: _Toc533307967][bookmark: _Toc533308045][bookmark: _Toc6201481][bookmark: _Toc24780558][bookmark: _Toc24853778]Общезначимые импликации логики предикатов
Правило пронесения квантора существования через конъюнкцию:
╞  (х (А(х) & В(х)) хА(х) & хВ(х)).
Правило пронесения квантора общности через дизъюнкцию
╞  (хА(х) хВ(х) х(А(х)  В(х))).
Смена квантора:
╞ (х В(х) х В(х));
Перестановка разноименных кванторов: 
╞  (ху А(х,у) ух А(х,у)).
Приведем пример доказательства общезначимой импликации 4.
Доказательство от противного. 
Пусть неверно, что ╞ (ху А(х,у) ух А(х,у)). Это возможно, если найдется такая модель, в которой  формула ху А(х,у) будет истинна, а формула ух А(х,у)  ложна. Пусть в предметной области найдется такое значение х=х0, что I[у А(х0,у) ]=1, т.е. уI[А(х0,у)]=1. 
Из предположения о ложности заключения импликации получаем: в предметной области найдется такое значение у=у0, при котором  I[хА(х,у0)] =0, т.е. х I[А(х,у0)] =0. Следовательно, I[A(x0,y0)]=0. В то же время из предположения об истинности посылки импликации имеем I[A(x0,y0)]=1. 
Получение противоречия означает, что предположение о ложности рассматриваемой импликации неверно. Следовательно, общезначимость импликации 4 доказана. 
[bookmark: _Toc524501693][bookmark: _Toc478192326][bookmark: _Toc26007547][bookmark: _Toc26007634][bookmark: _Toc26007754][bookmark: _Toc26007822][bookmark: _Toc26245127][bookmark: _Toc26249398][bookmark: _Toc27370026][bookmark: _Toc27370211][bookmark: _Toc27370438][bookmark: _Toc27370651][bookmark: _Toc44773858][bookmark: _Toc52177707][bookmark: _Toc52614322][bookmark: _Toc57562977][bookmark: _Toc58252738][bookmark: _Toc58664679][bookmark: _Toc59434685][bookmark: _Toc81826909][bookmark: _Toc98499280][bookmark: _Toc103091478][bookmark: _Toc107671685][bookmark: _Toc402161934]Исчисление секвенций
Непосредственно использовать выводы в исчислении предикатов для установления логических законов крайне неудобно. Выводы даже простых формул получаются очень громоздкими и не похожи на обычные способы рассуждения, употребляемые математиками. Поэтому практически выводимость формул и секвенций устанавливается с помощью специально подобранных допустимых вспомогательных правил вывода, относящихся непосредственно к секвенциям. С их помощью можно установить выводимость секвенции, не строя для нее вывод в исчислении предикатов. Такие правила близко соответствуют обычной практике математического рассуждения, что облегчает доказательство выводимости. Набор этих правил называется техникой естественного вывода.
Ключевым фактом здесь является теорема о дедукции: если Г, А├ В, то Г├АВ. Этот факт записывается в виде вспомогательного правила вывода:

Доказательство общезначимости секвенций в исчислении предикатов, как и в исчислении высказываний, строится с использованием схемы аксиом и правил вывода. Изучение системы исчисления секвенций, названной естественной дедуктивной системой (Logische Kalkul), было начато Г. Генценом в 1934 году. В этой системе логические аксиомы формализованы, а преобразования формул не выполняются. Вместо этого используется большое число правил вывода, которые представляют собой стройную систему, подходящую для проведения обратного вывода.
Название «естественная дедуктивная система» введено для того, чтобы отличить ее от системы выводов на основе резолюций. Это основная система выводов в логике предикатов, в которой функционируют как единое целое группы правил вывода и логические аксиомы. В системе с малым числом правил вывода обычно имеется большое число логических аксиом, и наоборот. Рассмотрим систему исчисления секвенций. 
Выше был описан алфавит логики, содержащий сигнатурные символы отношений и операций, связки и символы кванторов, знаки для предметных переменных, скобки и запятую. Некоторые последовательности символов этого алфавита были названы формулами и термами: термы задают операции, формулы - отношения на несущем множестве рассматриваемой алгебраической системы. Далее будет описан механизм, который порождает все тождественно истинные формулы. 
Как и в исчислении высказываний, мы будем рассматривать кроме формул выражения вида, Г | A, называемые секвенциями где | - символ секвенции, Г  последовательность формул, которая может быть пустой,  A  формула.
[bookmark: _Toc524501695][bookmark: _Toc478192328][bookmark: _Toc26007636][bookmark: _Toc26007756][bookmark: _Toc26007824][bookmark: _Toc26245129][bookmark: _Toc26249400][bookmark: _Toc27370028][bookmark: _Toc27370213][bookmark: _Toc27370440][bookmark: _Toc27370653][bookmark: _Toc44773860][bookmark: _Toc52177709][bookmark: _Toc52614324][bookmark: _Toc57562979][bookmark: _Toc58252740][bookmark: _Toc58664681][bookmark: _Toc59434687][bookmark: _Toc81826910][bookmark: _Toc98499281][bookmark: _Toc402161935]Правила вывода в исчислении предикатов
В исчислении предикатов понятия и обозначения сигнатуры, терма, свободной и связанной переменной, предложения определяются как в логике предикатов. Алфавит исчисления предикатов включает алфавит логики предикатов, к которому добавлен символ |. Понятие секвенции и вывода определяются аналогично определениям этих понятий в исчислении высказываний. К правилам вывода исчисления высказываний добавляются пять правил вывода, определяющих действия с кванторами. 
В исчислении предикатных секвенций определены схема аксиом и множество правил вывода, в которых используются обозначения. U,B,D,G – произвольные формулы; Г1,Г2,Г3,Г4 – конечные последовательности формул, возможно, пустые; t – терм, свободный для x в формуле U(x); U(t) – результат подстановки терма t вместо всех свободных вхождений переменной х в формуле U(x); D – формула, не содержащая х свободно.
Правила 1-11, 17, 18 совпадают с правилами вывода в исчислении высказываний. Правила 12-16 вводят кванторы. 
Формальная система ИПС содержит схему аксиом и множество правил вывода.
Схема аксиом: U├U. 
Правила вывода:
1. Введение &: .
2. 
Удаление &: .
3. 
Введение : .
4. 
Удаление : .
5. 
Введение : .
6. 
Удаление : .
7. 
Введение отрицания: .
8. 
Удаление отрицания: .
9. 
Сведение к противоречию: .
10. 
Утончение: .
11. 
Расширение: .
12. 
Введение квантора общности, (|): . Здесь v не входит свободно в Г. Если x отлично от v, то x не входит свободно в U(v).
13. 
Удаление квантора общности: .
14. 
Введение квантора существования, (|): .
15. 


Введение квантора существования, (  |): . Здесь v не входит свободно в Г и D.Если x отлично от v, то x не входит свободно в U(v),  есть .
16. 

Правило обобщения (декларированное, но не следующее из теорем). Введение квантора общности  (├):  (На основе правила обобщения ).
17. 
Перестановка: .
18. 
Сокращение: .
19. 
Правило сечения: .
Правила утончения (10), расширения (11), перестановки (17), сокращения (18) и сечения (19) называются структурными правилами техники естественного вывода. 
Правила 18 и 1216  логические правила. Правила эти разбиваются на группы: для каждой логической связки и кванторасвоя группа правил. Кроме того, внутри группы правила делятся на два вида: правила введения, указывающие, как доказывать формулу с данным логическим символом, и правила удаления, указывающие, как использовать формулу с данным логическим символом для доказательства других формул. 
Рассмотрим некоторые из правил.
1. Правило введения импликации (вв).
2. Правило удаления импликации (уд.). Из секвенций Г├U; Г├(UВ) секвенцию Г├В получим с использованием правила модус поненс. . Это в точности теорема дедукции.
3. Правило введения дизъюнкции (вв.). Имеем Г├U и ├(U(UВ)) (это аксиома). По правилу модус поненс Г├(UВ).
4. Правило удаления дизъюнкции (уд.). Из данных Г, U├G; Г,В├G по теореме о дедукции Г├(UG) и Г├(ВG). Кроме того, имеем аксиому ├((UG)((BG)((UB)G))). Дважды применяя модус поненс, получаем Г├((UB)G). Из схемы аксиом имеем (UG) ├(UG). По правилу расширения получаем Г, (UG) ├(UG). По модус поненс Г,(UB) ├G.
5. Правило введения отрицания (вв.) соответствует приведению к абсурду: чтобы установить U, достаточно, допустив U, получить противоречие, т.е. вывести В и В одновременно. 
6. Доказать истинность секвенции 
(x(p(x)q(x))), p(a) | q(a).
Приведем пример прямого доказательства (назначая начальные аксиомы и используя правила вывода, получим целевую секвенцию).
1. (P(a)Q(a)) | (P(a)Q(a);  P(a) | P(a) (аксиомы).
2. (P(a)Q(a)),  P(a) | Q(a) (к (1) применено правило удаления импликации (6).
3. x(P(x)Q(x)), P(a) |Q(a) (к (2) применено правило введения квантора общности (16).
Доказательство может строиться с использованием дерева формул. Дерево формул в логике предикатов есть по определению некоторая двумерная фигура, составленная из формул языка по следующим индуктивным правилам:
1. каждая формула А является сама по себе деревом формул, нижней формулой этого дерева считается по определению сама формула А.
2. если D1 и D2 суть деревья с нижними формулами вида А и АВ соответственно, то фигура 


есть дерево формул. Мы говорим, что формула В получена в этом дереве из А и АВ по правилу MP.
3. 
если D1 – дерево формул с нижней подформулой А и х переменная, то фигура  есть также дерево формул. Мы говорим, что нижняя формула хА получена из А по правилу обобщения.
Определение дерева формул закончено. 
Пример 1. Рассмотрим пример дерева формул высоты 3:

. 
Самая длинная ветвь этого дерева формул – это

.

Единственная открытая посылка этого дерева - . 


Деревом вывода или просто выводом, в исчислении предикатов называется дерево формул, удовлетворяющее некоторому дополнительному структурному требованию. А именно, если формула  получена в выводе из формулы А по правилу обобщения, то переменная х не входит свободно в гипотезы, расположенные выше рассматриваемого вхождения формулы . 
Приведенный пример не является, таким образом, выводом. «Запрещен» переход



так как гипотеза () содержит свободно переменную х. 


Если формула  получена в дереве формул из формулы А по правилу обобщения, а формула В расположена в дереве формул выше рассматриваемого вхождения  и содержит свободно х, то говорят, что переменная х варьируется в формуле В. Наше структурное требование можно выразить  следующим образом: в выводе параметры гипотез не варьируются, остаются фиксированными. 
Структурное требование выполняется тривиально, если дерево формул не содержит вовсе правил обобщения, или если все гипотезы дерева формул суть замкнутые формулы, или если дерево формул вовсе не содержит гипотез.
На выводимость в исчислении предикатов можно смотреть, как на некоторый инструмент для получения логических законов. 
На практике правила вывода применяются в обратном порядке. Выше черты располагается секвенция, которая должна быть получена с использованием  имеющихся правил вывода, а ниже черты список тех секвенций и аксиом, которые приводят к получению верхней секвенции. 

Пример 2. Доказать истинность секвенции  с использованием обратного вывода. 



Доказательство начинается с целевой секвенции, расположенной в верхней строке. В записанной под ней строке содержится секвенция, из которой была получена эта верхняя секвенция. Справа обозначено примененное правило вывода. Использование в правиле (├) терма u соответствует утверждению теоремы экзистенциальной конкретизации. 
Доказательство окончено, когда все имеющиеся в выражении секвенции формулы сведены к схеме аксиом. В рассмотренном примере это означает получение в нижней строке обратного доказательства аксиомы P(u)|P(u).
Доказательство от корня к листьям является более эффективным, чем от аксиом к доказываемой секвенции, так как существенно уменьшает число возможных выборов правил вывода на каждом шаге. Система Logische Kalkul – это классический пример, когда обратный вывод является более целесообразным с точки зрения уменьшения числа переборов для достижения результата. Другими словами, в отличие от прямого вывода, когда можно применять почти все правила, при обратном выводе возможностей выбора существенно меньше.
Приведенные примеры показывают, что исчисление предикатов  достаточно мощный аппарат для получения логических законов. Доказательства выводимости всех логических законов с помощью техники естественного вывода является длинным, но нетрудным упражнением. 
[bookmark: _Toc98499282][bookmark: _Toc103091479][bookmark: _Toc107671686][bookmark: _Toc402161936]Канонические представления формул логики предикатов
В логике высказываний рассматривались две нормальные формы представления высказываний: КНФ и ДНФ. В логике предикатов для формул, образованных с использованием кванторов, определяются предваренная (пренексная) нормальная форма (ПНФ) и сколемовская нормальная форма (СНФ), которые различаются кванторными приставками. Преобразуя каждое из двух заданных предложений в одну из этих форм, можно их сравнивать, определять, эквивалентны ли они, является ли одно отрицанием другого, обладают ли они какими-либо особенностями. 
[bookmark: _Toc98499283][bookmark: _Toc103091480][bookmark: _Toc107671687][bookmark: _Toc402161937]Предваренная нормальная формула (ПНФ)
Предваренной  (или пренексной) формулой называется формула вида
: Q1(x1)Q2(x2)…Qn(xn) ,
где Qi{, } кванторы,   формула без кванторов. Выражение (Q1(x1)Q2(x2)…Qn(xn)) называется префиксом формулы , а   матрицей предваренной нормальной формы, если она находится в конъюнктивной нормальной форме (КНФ). Таким образом, в предваренной формуле все кванторы находятся в начале формулы. Бескванторная формула также считается предваренной. 
Теорема о предваренной форме. Для всякой формулы А существует предваренная формула В и АВ (А равносильна В). 
Процедура приведения произвольной формулы логики предикатов к предваренной нормальной форме включает следующие шаги:
Преобразование формул, устраняющее логические связки  и .
1. Пронесение отрицания вглубь подформул, чтобы отрицания находились только над атомами.
2. Вынесение кванторов за скобки в порядке их следования в формуле с учетом общезначимых эквивалентностей логики предикатов.
3. При необходимости переименование связанных переменных в подформулах во избежание коллизии переменных. 
4. Представление полученной бескванторной формулы в КНФ.
Пример приведения формулы логики предикатов к ПНФ.


Следующим шагом является преобразование предложения  в универсальное предложение *, которое содержит только кванторы общности, находится в предваренной форме и выполнимо тогда и только тогда, когда выполнимо . Кванторы в префиксе ПНФ должны следовать в том порядке, в каком они встречаются в формуле. 
Кванторы можно выносить в разном порядке, так что вид кванторной приставки зависит от способа получения предваренной формы. (?)
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Префиксная приставка предваренной нормальной формы содержит кванторы общности и существования в том порядке, в котором они входили в исходную формулу. Логический вывод легко применяется к формулам логики предикатов, если в кванторной приставке имеются только кванторы общности. В логике предикатов разработан метод, позволяющий исключить квантор существования из формулы, представленной в предваренной нормальной форме. Этот метод связан с введением сколемовских функций. 
Пусть в модели M с предметной областью D предваренная нормальная форма для формулы Ф имеет вид
Фx1x2…xny1y2…ymF(x1,x2,…,xn,y1,y2,…,ym).


Пусть для некоторого набора констант a1,a2,…,anD формула F выполнима. Это обозначается M╞(y1y2...ym F(a1,a2,…,an,y1,y2,…,ym)). Тогда значения переменных yi, i=, при которых формула F выполнима в M, являются функциями от этого набора констант, т.е. i= : yi=i(a1,a2,…,an). Функции i(x1,x2,…,xn) называются сколемовскими функциями.
Сколемовская нормальная форма (СНФ) является универсальным предложением, которое выполнимо тогда и только тогда, когда выполнима порождающая его формула, записанная в пренексной нормальной форме. 
Для построения СНФ необходимо выполнить следующие действия:
Построить ПНФ предложения .
Последовательно слева направо вычеркнуть каждый квантор существования, заменяя все вхождения переменной, связанной этим квантором, константой, если в кванторной приставке перед вычеркиваемым квантором существования нет кванторов общности, либо функциональным символом, местность которого равна числу кванторов общности, предшествующих вычеркиваемому квантору существования. Аргументами функционального символа являются переменные, которые связаны предшествующими кванторами общности.  Эти константа и функция называются сколемовской константой и сколемовской функцией соответственно. 
В результате перехода к СНФ модель расширяется за счет появления новых функциональных символов.
Пример. Рассмотрим предложение : xyzv P(x,y,z,v), которое находится в ПНФ. 
Для построения сколемовской нормальной формы вычеркиваем квантор существования x, заменяя вхождение переменной x на сколемовскую константу а, и квантор существования v, заменяя переменную v на сколемовскую функцию f(z,y). Получаем предложение 1: yz P(a,y,z,f(z,y)).
Сколемовская функция f(z,y) указывает на существование переменной v, которая зависит от переменных z и y. Константа a означает сколемовскую функцию с арностью 0. Она замещает переменную x, связанную квантором существования, перед которым нет квантора общности.

Пример. Для формулы построить -формулу. Для системы M=(N;<) найти требуемое обогащение.
Сколемовская нормальная форма для записанной формулы имеет вид:


Полученная формула выполнима в модели M1=(N;<;1(x), 2(x,y)), если 1(x)=x+1, 2(x,y)=x.
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Как и в логике высказываний, в логике предикатов имеется возможность теоретико-множественного представления -формул. Поскольку в -формуле все свободно входящие переменные связаны кванторами общности, формула выполнима тогда и только тогда, когда подформула, находящаяся в области действия кванторной приставки, является тавтологией, т.е. тождественно истинной в любой интерпретации и в произвольной предметной области. Эта формула называется матрицей, если она представлена в КНФ, т.е. в виде конъюнкции дизъюнктов произвольных рангов. Элементами дизъюнктов являются атомы (предикатные символы из множества предикатных символов R) с отрицаниями или без.  
Литерал – это атом или его отрицание. Дизъюнкт – это дизъюнкция литералов.
Теоретико-множественное представление формулы – это множество, мощность которого равна числу сомножителей КНФ. Его элементами являются множества литералов каждого из дизъюнктов, составляющих КНФ. 

Пусть предложение   : x1,…, xl A(x1,…, xl),  формула логики предикатов, где бескванторная формула А представлена в КНФ вида C1(x1,…, xl)&…&Ck(x1,…, xl), где дизъюнкция литералов. Теоретико-множественным представлением предложения  является множество
S={C1,…, Ck}={{Pi1,…, Pin},…, {Pk1,…, Pkn}}.
Здесь Pij – атомы, входящие в дизъюнкт Cj. 
Например, для предложения xz[A(x,y)&(B(x)C(z))&D(z,x)] теоретико-множественное представление имеет вид:
S={{A(x,y)}, {B(x), C(z)}, {D(z,x}}}.
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Эрбрановские интерпретации были темой докторской диссертации Эрбрана в 1930 году. Несомненно, без вклада Эрбрана логическое программирование было бы до сих пор несбыточной мечтой. Основная проблема автоматического доказательства теорем состоит в построении универсальной процедуры, с помощью которой можно проверить, является ли данная формула логики предикатов общезначимой или нет. В 1936 г. Тьюринг и Чёрч независимо друг от друга доказали, что такой процедуры не существует. Однако Эрбран к этому времени уже решил косвенно эту проблему, предоставив алгоритм для построения интерпретации, опровергающей формулу . Если формула  общезначима, опровергающей ее интерпретации не существует и алгоритм останавливается за конечное число шагов. В 1965 г. Робинсон, применяя метод Эрбрана, ввел и использовал понятие резолюции. 
Определим, выполнимо ли предложение . Ответ на вопрос о выполнимости предложения  получим, исследовав соответствующее ему множество дизъюнктов S. Интерпретация формул, образованных с помощью кванторов, требует определения логического значения находящейся в области действия квантора формулы при «пробегании» каждой переменной всей предметной области. Если предметная область является бесконечным множеством, задача становится невыполнимой. 
Эрбрановская интерпретация заменяет просмотр всей предметной области исследованием формулы на некотором множестве констант, называемых основными термами. Это множество называется эрбрановским универсумом и обозначается Н. 
Пусть сигнатура содержит функциональный символ f(n)F, S – множество дизъюнктов, соответствующее предложению . Опишем индуктивную процедуру построения эрбрановского универсума.
Шаг 1.

H0={c | константа с встречается в S} или , если S не содержит ни одной константы, где с0 – новая константа (т.е. она не встречается в S), которая выбирается произвольно.
Шаг i+1.
Hi+1 определяется как множество всех термов, которые могут быть получены подстановкой в f(n) всех термов, содержащихся в Hi.

Hi+1={f(a1,…, an) | j= aj – термы из Hi, f(n)F}.
Множества всех постоянных термов, входящих в Hi, i=0, 1, 2, …, называются эрбрановскими множествами для множества дизъюнктов S. 

Эрбрановский универсум определяется как объединение множеств Hi, описанных выше:  Все термы, образующие эрбрановский универсум, являются основными термами.
Подставляя основные термы в атомы дизъюнктов в теоретико-множественном представлении S, получим множество основных примеров в множестве S.
Примеры
1. Пусть задано множество дизъюнктов


где а – константа. Тогда H0={a}, H1={a, f(a))}, H2={а, f(a), f(f(a))}, …, H={a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),…} –множество основных термов.

2. Пусть теоретико-множественное представление  формулы имеет вид: 
Так как среди аргументов термов отсутствуют константы, определяем H0 введением константы a и получаем: H0={a}, H1={a, f(a,a), g(a)}, H2={a, f(a,a), g(a), f(g(a), g(a)), f(f(a,a), g(a)), f(g(a), f(a,a)), f(f(a,a),f(a,a)), g(f(a,a)),…} 

3. Теоретико-множественное представление формулы имеет вид: 
В множестве термов формулы отсутствуют константы. Для множества H0 выбираем произвольную константу c0 из предметной области, H0={c0}. Так как в S не встречается ни одного функционального символа, эрбрановским универсумом для S  является H=H0={c0}.
Примем без доказательства теорему Эрбрана: универсальное предложение  (-формула, сколемовская нормальная форма), выполнимо (в какой-либо интерпретации) тогда и только тогда, когда оно выполнимо в эрбрановской интерпретации. 
Следствие: если предложение  невыполнимо в эрбрановской интерпретации, то  невыполнимо, т.е. не существует интерпретации, в которой оно истинно. 
С помощью эрбрановских интерпретаций проблема невыполнимости множества дизъюнктов сводится к проблеме невыполнимости множества основных примеров этих дизъюнктов на эрбрановском универсуме. Так как в основные примеры дизъюнктов не входят переменные, выполнимость может быть доказана  методами логики высказываний, такими как метод семантических таблиц и метод резолюций. К этой же группе относится метод семантических деревьев.
Эти методы рассматриваются как алгоритмические доказательства (в отличие от обычных методов проверки выполнимости в логике предикатов, использующих определение функции интерпретации). 
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Исчисление семантических деревьев похоже на исчисление по Бету и используется для доказательства непротиворечивости формул, представленных в сколемовской нормальной форме.
Пусть   предложение, представленное в сколемовской нормальной форме, S  соответствующее  множество дизъюнктов. Если предложение  выполнимо, то оно истинно в некоторой эрбрановской интерпретации. Соответственно, все основные примеры дизъюнктов из S истинны в этой интерпретации. Если предложение  невыполнимо, любая попытка подтвердить основные примеры дизъюнктов из S обречена на неудачу. Это может быть обнаружено за конечное число шагов путем построения конечного множества не выполнимых в эрбрановской интерпретации основных примеров. Согласно теореме Эрбрана эти основные примеры не выполнимы во всех интерпретациях. 
Следовательно, вопрос о том, как построить процедуру, которая, имея на входе предложение  и соответствующее множество дизъюнктов,
останавливается после конечного числа шагов, выдавая в качестве результата конечное множество основных примеров, если  невыполнимо;
если  выполнимо, процедура, в общем случае, не дает никакого ответа за конечное время, при этом она осуществляет построение эрбрановской интерпретации, на которой истинно .
Используя эрбрановское множество основных термов и соответствующее ему множество основных примеров, метод доказывает противоречивость множества дизъюнктов путем построения семантического дерева.
Деревом называется связный граф без циклов, одна из вершин которого (единственная) называется корнем. Из корня может быть достигнута любая вершина дерева. Две вершины дерева, связанные ребром (ветвью), находятся в отношении предшествования. T – обозначение дерева; xρy означает: x и y  смежные вершины дерева, вершина x является непосредственным предшественником вершины y, а вершина y – непосредственно следует за вершиной x. В семантическом дереве вершинам x, y соответствуют элементы множества основных примеров с отрицанием или без, входящие в эрбрановское множество.
Пусть S ={C1,…, Cn}– множество дизъюнктов; P1,…, Pl – атомы, входящие в дизъюнкты множества S, {a1,…, an,,…} – эрбрановский универсум множества S. 
Семантическим деревом для S называется дерево Т, удовлетворяющее условиям:

Корнем дерева является произвольная точка. Вершины, отличные от корня, являются основными примерами атомов P1,…, Pl на эрбрановском универсуме H. Каждая вершина Pi имеет две последующие вершины, а именно Pi+1(ai1,…, aik) и (ai1,…,aik).
Каждая ветвь дерева Т, содержащая основные примеры Pi1(al1,… alk),…, Piq(aq1,…, aqk) представляет конъюнкцию этих основных примеров.
Дизъюнкция всех конъюнкций ветвей дерева Т для непротиворечивого множества S является общезначимой формулой.

Если в какой-либо вершине дерева Т находится атом P(ai1,…,aik), то ни на какой непротиворечивой ветви дерева, проходящей через эту вершину, не может встретиться атом .
Если при построении дерева Т в какой-либо ветви получена конъюнкция литералов, которая вступает в противоречие с каким-либо основным примером одного из дизъюнктов C1,…, Cn множества S, то эта ветвь считается противоречивой. Множество литералов этой ветви образует неподтверждаемое множество основных примеров.




Построение семантического дерева для множества S начинается с произвольной точки, которая является корнем дерева. Одна из смежных с корнем вершин обозначается именем одного из основных примеров, , а другая  . Если множество S содержит дизъюнкт, состоящий из единственного литерала P(ai1,…,aik), то ветвь, содержащая  противоречива, а вершина  является заключительной вершиной данной ветви. Построение продолжается по левой ветви, Рис. 10. 
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Предположим, что  – не заключительная вершина. Тогда из нее исходят две ветви к двум вершинам дерева, которые обозначаются каким-либо другим атомом предложения, еще не встречавшимся в этой ветви. Цель построения: достичь заключительной вершины, исчерпав все атомы из S, если противоречивость ветви не обнаружится раньше. 
Определения:
Множество дизъюнктов S опровергается семантическим деревом, если существует семантическое дерево для S, все ветви которого противоречивы.
Ветвь семантического дерева множества дизъюнктов S называется полной, если для всех основных примеров P(ai,…,an) каждого атома Р в этой ветви содержатся P(ai,…,an) или   P(ai,…,an).
Пусть дано предложение

.
Соответствующее теоретико-множественное представление для него имеет вид: 


где цифры под множествами, обозначающими дизъюнкты, указывают номер дизъюнкта. Поскольку в списке аргументов литералов множества S отсутствуют константы, необходимо выбрать любую константу из предметной области. Пусть это будет a. Тогда эрбрановский универсум будет иметь вид H={a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),…}.
Множество основных примеров получается подстановкой в литералы поочередно всех основных термов из эрбрановского множества: {P(a), Q(a), P(f(a)), Q(a), Q(f(a)),…}. 
Семантическое дерево Т для S изображено на рисунке 11. Противоречивая ветвь дерева завершается значком    . Справа от него указан номер дизъюнкта, ответственного за противоречие. 
Вторая ветвь дерева представляет конъюнкцию

.


Второй дизъюнкт множества S имеет вид  Поэтому формула  должна быть истинной для всех основных термов. 

Конъюнкция  вступает в противоречие со вторым дизъюнктом множества S, так как 

 
Следовательно, рассматриваемая ветвь дает противоречие со вторым дизъюнктом из множества S. 
Порядок выбора очередного элемента из Н для подстановки в атомы из множества S произволен. 
Примем без доказательства следующую формулировку теоремы Эрбрана: если множество дизъюнктов S невыполнимо, то S опровергается семантическим деревом.
Фактически теорема Эрбрана дает возможность при проверке выполнимости предложения (непротиворечивости множества дизъюнктов S) использовать методы логики высказываний, например, метод семантических таблиц или метод резолюций. 
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Если S не выполнимо, то существует множество основных примеров, для которых конъюнкция дизъюнктов из множества S ложна. Таким образом, для множества дизъюнктов S эрбрановская интерпретация определяет все основные примеры и, используя систематическую процедуру (например, семантическое дерево), позволяет определить множество основных примеров, на которых данное предложение ложно.
Если S выполнимо, эта процедура будет продолжаться бесконечно.

Приведем пример выполнимого множества дизъюнктов. Пусть дано предложение 
Преобразуя это выражение к сколемовской нормальной форме, получим


Соответствующее множество дизъюнктов имеет вид
S={{P(x,y), P[a, f(x,y)]}}.
Эрбрановский универсум для этого множества дизъюнктов имеет вид H={a, f(a,a), f(a, f(a,a)), f(f(a), a), f(f(a,a), f(a,a)),…}.
Основными примерами атомов из S являются {P(a,a), P(a, f(a,a)), P(f(a,a), a),  P(f(a,a) f(a,a)),…}. Семантическое дерево для множества S представлено на рис. 12.
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Рисунок 3 Пример семантического дерева с бесконечными ветвями
Часть ветвей этого бесконечного семантического дерева противоречива. Остальные ветви по своей конструкции не являются противоречивыми, так как конъюнкция их атомов не противоречит единственному дизъюнкту множества S. 
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Когда предложение  представлено в виде множества дизъюнктов, приходится работать с переменными и сколемовскими функциями. С помощью семантических деревьев можно определить, выполнима ли данная формула на соответствующем эрбрановском универсуме. Эта процедура требует значительных затрат времени. Более того, ее нельзя представить в виде хорошо структурированного алгоритма, который можно было бы реализовать на компьютере. В логике высказываний был применен метод резолюций, позволяющий за конечное число шагов выяснить, является ли данное множество дизъюнктов противоречивым. В логике предикатов роль элементарных высказываний играют атомы, т.е. предикаты различной арности. При этом одноименные предикаты, которые могли бы участвовать в резолюции, могут иметь отличающиеся аргументы. Поэтому к ним нельзя применить метод резолюции непосредственно. Чтобы преодолеть это затруднение, в логике предикатов используют алгоритм унификации, основанный на подстановке термов вместо переменных, там, где это возможно.
Пусть   формула без кванторов, и   подстановка. Запись  обозначает результат замены каждого терма t в формуле  на t. 
Алгоритм унификации должен найти такие подстановки термов в атомы дизъюнктов, которые сделают эти атомы тождественными. Например, чтобы атомы P(x) и P(a) стали тождественными, достаточно выполнить подстановку ={x/a}. В общем случае при выполнении подстановок необходимо соблюдать некоторые правила, которые будут рассмотрены ниже.
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Основной операцией на множестве подстановок является композиция. 
Пусть имеются две подстановки ={u1/s1,… ,um/sm} и ={v1/t1,,…, vn/tn}.
Композицией   и  называется подстановка ={u1/s1,…, um/sm, v1/t1, …, vn/tn} \ ({ui/si | ui=si}  {vi/ti | vi{u1,…, um}}).
При выполнении композиции подстановок сначала применяется подстановка   в термы s1,…, sm подстановки , а затем полученная подстановка дополняется элементами множества . При этом отбрасываются  элементы вида ui/si, если терм si совпадает с ui, и элементы вида vi/ti, если vi{u1,…, un}.
Пример. Рассмотрим две подстановки: ={x/f(y), y/z} (в качестве {ui /si}) и ={x/a, y/b, z/y} (в качестве {vi / ti}). 
Согласно определению композиция подстановок  и  имеет вид:
  ={x/f(y), y/z,x/a, y/b, z/y} \ ({ui/si | ui=si}{vi/ti | vi{uj}})=
= {x/f(b), y/y, x/a,y/b, z/y} \ ({y/y}{x/a, y/b}) = {x/f(b), z/y}.

Пример. Рассмотрим терм w(f(v1), h(x), f(v2), v3) и подстановки 
={v1/f(g(x)), v2/h(v1), v3/h(v3)}, ={x/z, v1/v2, v3/v1}.
Определим композицию подстановок: 
={v1/f(g(x)) , v2/h(v1) , v3/h(v3) x/z, v1/v2, v3/v1} \ (  {v1/v2, v3/v1}) =
={v1/f(g(z)), v2/h(v2), v3/h(v1), x/z}.
Следовательно,
w()=w(f(f(g(z))), h(z), f(h(v2)), h(v1)).
Отметим также, что 
(w)= w(f(f(g(x))), h(x), f(h(v1)), h(v3))
=w(f(f(g(z))), h(z), f(h(v2)), h(v1))=t().
Из второго примера можно заключить, что операция композиции подстановок ассоциативна. 
Для произвольных подстановок ,    и для произвольного терма t выполняются равенства:
Е =Е = ;
(t)  = t();
() = ().

Если S={C1,…, Ck} – множество бескванторных формул логики предикатов, то множество S= {C1,…, Ck} есть результат замены формул СiS на формулы Ci,  
Два множества формул без кванторов называются вариантами, если можно подобрать такие две подстановки  и , что S1=S2, а S2 = S1.
Пример. Множества дизъюнктов S1={P(f(x,y)), Q(h(z),b)} и S2={P(f(y,x)), Q(h(u), b)}, где b – константа, являются вариантами. Действительно, если ={x/y, y/x, z/u} и = {x/y, y/x, u/z}, то 
S1= {P(f(x,y)) , Q(h(z), b) } = {P(f(y,x)), Q(h(u),b)} = S2,
S2Ψ= {P(f(y,x)) Ψ, Q(h(u), b) Ψ } = {P(f(x,y)), Q(h(z), b)} = S1.
Переименованием  называется подстановка вида
{v1/u1,…, vn/un},

где  переменные.
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Алгоритм унификации применяется к предложениям, записанным в сколемовской нормальной форме и представленным в теоретико-множественной форме как множество дизъюнктов S. Если в этом множестве имеются одноименные атомы, то к ним можно попытаться (это возможно не всегда) применить процедуру унификации. Пусть множество S содержит дизъюнкты


В дизъюнкты С1 и С2 входит двуместный атом Р, однако его аргументы в C1 и С2 различны. Процедура унификации проверяет, существует ли такая подстановка , выполнив которую, можно привести оба рассматриваемых атома к одному и тому же виду. Обнаружив одноименные атомы, алгоритм унификации выполняет поочередно проверку совпадения их аргументов. Аргументами атомов являются термы. При выполнении подстановки композиций необходимо иметь в виду:
вместо констант нельзя подставлять ничего;
если оба аргумента являются переменными, имеющими разные имена, подстановкой является переименование переменных;
если один из унифицируемых термов является переменной, а другойконстантой, выполняется подстановка константы вместо переменной;
если один из термов образован функциональным символом (по второму пункту определения терма), а в другом атоме этот же терм является переменной, то выполняется подстановка этого функционального символа вместо переменной;
если унифицируемые термы образованы разными функциональными символами, унификация невозможна;
если оба аргумента являются константами, и эти константы различны, то унификация невозможна.
Используем  этот алгоритм для унификации дизъюнктов С1 и С2. 
Шаг 1.  В оба рассматриваемых дизъюнкта входит двуместный атом Р. Алгоритм унификации сравнивает соответствующие термы атомов в обоих дизъюнктах слева направо. Обнаружив несоответствие термов в рассматриваемой паре аргументов, алгоритм образует множество рассогласования DS. Для С1 и С2 первым множеством рассогласования будет DS1={x, g(c)}.
Шаг 2. Производится проверка вхождений (ПВ), которая выясняет для каждой переменной, входящей в первый терм множества рассогласования DS, есть ли вхождение этой переменной в другой терм. Если ДА, то ПВ дает ответ ДА. Это означает, что унификация невозможна. ПВ дает такой же ответ, если в DS нет переменных. Если ПВ дает ответ НЕТ, то выполняется подстановка. В противном случае дизъюнкты не унифицируемы, и применение алгоритма заканчивается неудачей. Если ПВ дает отрицательный, ответ, то формируется подстановка, заменяющая переменную из множества рассогласования на терм из того же множества. Для С1 и С2 применяем подстановку 1={x/g(c)}. В результате дизъюнкты С1 и С2 принимают вид





Шаг 3. Продолжаем двигаться вправо, выполняя шаги 1, 2. Новым множеством рассогласования будет DS2={y, g(d)}. Проверка вхождений дает отрицательный ответ. Применяем подстановку 2={y/g(d)} и получаем 




В результате выполненных подстановок атомы P в обоих дизъюнктах стали полностью идентичными.
Алгоритм заканчивает работу, выдавая в качестве ответа множество подстановок, позволяющих унифицировать C1 и C2. Это множество подстановок называется общим унификатором (ОУ) дизъюнктов. Для С1 и С2 общим унификатором является множество =12={x/g(c), y/g(d)}. Если дизъюнкты не могут быть унифицируемы, алгоритм останавливается на шаге 2. 
Унификатор  называется  наиболее общим унификатором (НОУ), если для любого другого унификатора  существует подстановка  такая, что =.
Для множества дизъюнктов S НОУ определяется единственным образом. 
Теорема Дж. А. Робинсона. Результатом применения алгоритма унификации к множеству атомов {P1,…, Pn} является одно из двух сообщений: 
· если множество атомов унифицируемо, то алгоритм останавливается, выдавая в качестве ответа НОУ;
· если множество атомов не унифицируемо, то алгоритм останавливается, объявляя, что унификатора не существует.
Теорема утверждает, что если множество дизъюнктов S унифицируемо, то алгоритм унификации останавливается, определяя именно НОУ множества атомов. 
Примеры 

1. Рассмотрим множество атомов S={Q(g(x),w), Q(y, b)}, где b – константа. Используя описанную выше процедуру унификации, для множества атомов S определим НОУ:  Однако для получения множества основных примеров требуется дополнить эту подстановку, заменив переменную x  константой b, присутствующей в эрбрановском множестве для этого множества дизъюнктов, т.е. применить подстановку ={x/b}. Композиция подстановок ={y/g(b), x/b, w/b}=  является унификатором для S. Дальнейшее исследование формулы заключается в построении эрбрановского множества и множества основных примеров. Эрбрановское множество в данном случае будет иметь вид H={b, g(b), g(g(b)),…}. Соответствующее множество основных примеров: {Q(b,b), Q(g(b),b), Q(b,g(b)), Q(g(b),g(b)),…}.
2. Пусть получено множество дизъюнктов S={{Q(а,x,f(g(z)))}, {Q(z,f(y), f(y))}}. Определить, унифицируемо ли S. Если да, найти НОУ.
	Шаг 0.
	Полагаем 0=Е (здесь Е – пустая подстановка, E={ }). Пустая подстановка вводится для удобства написания программы. 

	Шаг 1:
	S 0 = S.
DS(S 0)=DS1= {a,z}.
ПВ дает ответ НЕТ.
Полагаем 1={z/a}.

	Шаг 2.
	S01={Q(a,x,f(g(a))), Q(a,f(y), f(y))}.
DS(S01)=DS2={x, f(y)}.
ПВ дает ответ НЕТ.
Полагаем  2={x/f(y)}.

	Шаг 3.
	S012={Q(a, f(y), f(g(a))), Q(a, f(y), f(y))}.
DS(S012)=DS2={g(a), y}.
ПВ дает ответ НЕТ.
Полагаем  3={y/g(a)}.

	Шаг 4.
	S0123={Q(a, f(g(a)), f(g(a))), Q(a, f((a)), f(g(a)))}.
DS(S0123)=.


Процедура унификации окончена. Следовательно, S унифицируемо и его НОУ, получаемый объединением всех подстановок, имеет вид
НОУ= 0123 = {z/a, x/f(g(a)), y/g(a)}.
2. Дано множество дизъюнктов: S={{Q(y,y)}, {Q(z, f(z))}}. Определить, унифицируемо ли S. Если да, найти НОУ.
	Шаг 0.
	Полагаем 0=Е.

	Шаг 1.
	S 0 = S.
DS(S 0)=DS1= {y,z}.
ПВ дает ответ НЕТ.
Полагаем 1={y/z}.

	Шаг 2.
	S01={Q(z,z), Q(z,f(z))}.
DS(S01)=DS2={z, f(z)}.
ПВ дает ответ ДА, так как z встречается во втором терме f(z).


Результатом положительного ответа на проверку вхождений является сообщение, что множество дизъюнктов S не унифицируемо.
[bookmark: _Toc532181577][bookmark: _Toc532278841][bookmark: _Toc532286049][bookmark: _Toc532286122][bookmark: _Toc532298533][bookmark: _Toc532923476][bookmark: _Toc533247071][bookmark: _Toc533247295][bookmark: _Toc533247544][bookmark: _Toc533247602][bookmark: _Toc533307897][bookmark: _Toc533307981][bookmark: _Toc533308059][bookmark: _Toc6201493][bookmark: _Toc24780570][bookmark: _Toc24853790][bookmark: _Toc26007545][bookmark: _Toc26007629][bookmark: _Toc26007749][bookmark: _Toc26007817][bookmark: _Toc26245133][bookmark: _Toc26249404][bookmark: _Toc27370032][bookmark: _Toc27370217][bookmark: _Toc27370444][bookmark: _Toc27370657][bookmark: _Toc44773864][bookmark: _Toc52177713][bookmark: _Toc52614328][bookmark: _Toc57562983][bookmark: _Toc58252744][bookmark: _Toc58664678][bookmark: _Toc59434684][bookmark: _Toc81826908][bookmark: _Toc98499291][bookmark: _Toc103091488][bookmark: _Toc107671695][bookmark: _Toc402161945]Метод резолюций в логике предикатов
Для того чтобы метод резолюций можно было применить к предложениям логики предикатов, необходимо вначале преодолеть различие одноименных предикатных символов, порожденное различием термов, выступающих в роли аргументов этих предикатов. Поэтому метод резолюций в логике предикатов включает шаги:
Множество утверждений естественного языка записывается в виде формул логики предикатов.
Каждая из записанных формул преобразуется к пренексной нормальной форме.
Выполняется переход каждой формулы к сколемовской нормальной форме. При необходимости производится нормализация переменных.
Полученные формулы записываются в теоретико-множественной форме. 
К полученному множеству дизъюнктов применяется алгоритм унификации и определяется НОУ, если это возможно. После унификации дизъюнкты, входящие в каждое предложение, содержат только основные примеры.
Алгоритм резолюции применяется к полученному множеству основных примеров. Два дизъюнкта могут резольвировать, если они содержат дополнительные литералы (атомы, различающиеся способом вхождения в дизъюнкт).
Пусть имеются два дизъюнкта (P1P2…Pn) и ([image: http://www.airesearch.ru/images/articles/predicates/image72.gif]P1Q2…Qm). Считаем, что все Pi и Qj различны. Дизъюнкты содержат дополнительные литералыР1 и Р1. Как и в логике высказываний, такие два дизъюнкта резольвируют, порождая новый дизъюнкт (P2…PnQ2…Qm), в котором участвуют все литералы обоих дизъюнктов, кроме P1 и Р1. Новый дизъюнкт называется резольвентой и несет новое знание, которое добавляется к имеющимся фактам (дизъюнктам). 

Таким образом, метод резолюций в логике предикатов является расширением метода резолюций в логике высказываний за счет добавления алгоритма унификации, применяемого для идентификации одноименных атомов. Для множества S дизъюнктов логики предикатов резолютивный вывод из S есть конечная последовательность дизъюнктов C1, …, Cn, такая, что для каждого Ci,  либо CiS, либо Ci{R(Cj,Ck) | jk(1j, kn)}, т.е. является резольвентой дизъюнктов Cj и Ck.
Поскольку переменные во всех дизъюнктах считаются связанными кванторами общности, можно переименовывать эти переменные, чтобы избежать конфликтов во время процедуры унификации. Такое переименование называется нормализацией переменных. 
Основные частные случаи резолюции приведены в табл. 12. Из таблицы видно, что резолюция позволяет объединить несколько операций в одно простое правило вывода.
Таблица 10 Предложения и резольвенты
	Родительские дизъюнкты
	Резольвенты
	Комментарии

	

	

	Modus Ponens

	

	


	Предложение Q  Q «сворачивается» в Q. Эта резольвента называется слиянием

	

	

и


	Здесь две возможные резольвенты; в данном случае обе являются тавтологиями

	

	
	Пустое предложение, является признаком противоречия

	

	

(т.е. PR)
	Цепочка



Примеры 
1. Из двух данных дизъюнктов 

C1=

C2= 
требуется получить резольвенту 

C3=
Рассмотрим приведенные дизъюнкты как утверждения о следовании некоторых фактов из других фактов. Приведенным дизъюнктам соответствуют формулы логики предикатов:
для С1

; 
для С2

;
для С3

.
Построим вывод дизъюнкта С3 методом резолюций. 

	(1)
	C1
	Исходные дизъюнкты

	(2)
	C2
	

	(3)
	

	Из (2), подстановка {u/x, v/z}, нормализация переменных.

	(4)
	

	Резолюция (1) и (3).

	(5)
	

	Из (2), подстановка {u/z, v/x}, нормализация переменных.

	(6)
	

	Резолюция (4) и (5).

	(7)
	


	Из (2), подстановка {u/z, v/y}, нормализация переменных.

	(8)
	C3
	резолюция (6) и (7).



2. Допустим, существуют факты:
F1: Все люди смертны. Это можно представить секвенцией ├(Все люди смертны), которая называется фактом.
F2: Сократ - человек. Этой формуле соответствует факт ├(Сократ – человек).
Требуется проверить вывод Сократ смертен.
Представим эти предложения в виде формул:
F1: х (человек(х)смертен(х)), 
F2: человек(Сократ)
R: смертен (Сократ)
Поскольку в методе резолюций доказательство строится методом от противного, в представленное рассуждение необходимо внести противоречие, которое приведет к невыполнимости этого рассуждения. Обычно такое противоречие вводится путем опровержения вывода. С учетом этого запишем полученные формулы в виде бескванторных формул, представленных в КНФ.
F1: (человек(x)смертен(x));
F2: человек(Сократ);
F3: (смертен(Сократ)). 
Последней формулой введено противоречие в исходное рассуждение.
Теоретико-множественное представление сформулированной таким образом задачи имеет вид:


Применяя метод унификации к множеству S, определим НОУ. Для атома человек(x) из дизъюнктов (1) и (2) получаем подстановку ={x/Сократ}. Для дизъюнктов (1) и (3) имеем ту же подстановку. Применяя полученный НОУ к S, получим 

Резольвента дизъюнктов (1) и (2) имеет вид
R(1,2)=F4: {(смертен(Сократ))}.
Применяя далее резолюцию к дизъюнктам (3) и (4), получим пустую резольвенту
R(3,4) = F5: .
Введя опровержение вывода силлогизма, получили противоречие, признаком которого является пустая резольвента. Следовательно, неверно, что Сократ бессмертен.
Пример. Докажем справедливость следующего рассуждения:
Посылки:
F1: Некоторые пациенты любят докторов.
F2: Ни один пациент не любит знахарей.
Заключение:
R: Никакой доктор не является знахарем.
 Введем элементарные высказывания:
P(x): “x – пациент”;
D(x): “x – доктор”;
Z(x): “x – знахарь”;
L(x,y): “x любит y”.
Запишем рассуждения естественного языка, сформулированные в условии, с помощью формул логики предикатов:
F1: xP(x),
F2:xD(x),
F3:xZ(x),
F4: xy(P(x)&D(y)L(x,y)),

,

- утверждение, которое следует доказать. 
Так как доказательство строится от противного, сформулируем отрицание утверждения R:


Следующий этап – приведение всех формул к пренексной нормальной форме, но вначале произведем нормализацию переменных. Так как переменная x имеет в разных формулах разный смысл, то во избежание коллизии переменных целесообразно переименовать некоторые из связанных переменных. Примем следующие назначения переменных: x – пациент, y –доктор, u – знахарь, – и перепишем формулы F1F6 в пренексной нормальной форме: 
F1:xP(x),
F2:yD(y),
F3:uZ(u),




F6:y(D(y)&Z(y)).
Переходя к сколемовской нормальной форме, введем сколемовские константы: с – для пациента, а – для доктора, b – для знахаря. Тогда теоретико-множественное представление приведенного рассуждения будет иметь вид


Применим к этому множеству алгоритм унификации. В языке логического программирования ПРОЛОГ применяется эффективный алгоритм доказательства противоречивости множества дизъюнктов, который состоит в том, что вначале и для унификации, и для резолюции выбираются целевые дизъюнкты. В рассматриваемом примере это дизъюнкты, соответствующие формуле F6, т.е. {D(a)}, {Z(a)}. Выбрав дизъюнкт {D(a)}, найдем все встречающиеся в множестве S дизъюнкты, содержащие атом D, найдем множество рассогласования DS1={y,a}. Проверка вхождений дает отрицательный ответ. Следовательно, подстановка, унифицирующая атомы D, имеет вид 1={y/a}. Применяя эту подстановку к S, получим

.
Следующий подлежащий унификации атом  Р(1). Для него определяем подстановку 2={x/c}. После выполнения этой подстановки, которую мы здесь опустим, останется не унифицированным атом L(2). Для него унифицирующая подстановка 3={u/a}.

Наиболее общий унификатор является объединением трех полученных унификаторов и имеет вид 


К полученному множеству основных примеров можно применять метод резолюции, как это делалось в логике высказываний. Целью в данном рассуждении являются дизъюнкты (5) и (6). Выберем для резолюции дизъюнкты (3) и (5). 

R(3,5)=C7=
Далее будем выбирать подходящие дизъюнкты с целью получения пустого дизъюнкта, подтверждающего рассуждение:

R(4,6)=C8=



.
Получение пустого дизъюнкта означает, что в рассмотренном наборе фактов имеется противоречие, которое возникло из-за введения отрицания в заключение. Следовательно, заключение рассуждения верно.
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[bookmark: останов][bookmark: _Toc59434690][bookmark: _Toc81826913][bookmark: _Toc98499294][bookmark: _Toc524501698][bookmark: _Toc26007638][bookmark: _Toc26007758][bookmark: _Toc478192331][bookmark: _Toc26007826][bookmark: _Toc26245139][bookmark: _Toc26249410][bookmark: _Toc27370039][bookmark: _Toc27370223][bookmark: _Toc27370450][bookmark: _Toc27370663][bookmark: _Toc44773870][bookmark: _Toc52177719][bookmark: _Toc52614334][bookmark: _Toc57562989][bookmark: _Toc58252750][bookmark: _Toc58664686]Проблема разрешимости в логике предикатов
Многие математические задачи являются частным случаем некоторой общей схемы и поэтому могут быть решены посредством применения обобщенной процедуры к конкретной задаче. Например, можно ответить на вопрос: делится ли полином f(x) на полином g(x) с помощью алгоритма деления. Если остаток от деления будет равен нулю, ответом на вопрос будет «да». Иначе – «нет». 
Метод, позволяющий ответить «да» на произвольный частный случай общего запроса, называется разрешающей процедурой. Задача нахождения такого метода для некоторого общего запроса называется проблемой разрешимости этого запроса. 
Многие проблемы разрешимости в математике не могут быть решены в общем виде или имеют только частные решения, т.е. могут быть решены только при выполнении некоторых условий. 
Проблема разрешимости в логике высказываний решается с помощью таблиц истинности. Если дано высказывание А, мы строим таблицу истинности А и проверяем, является ли А  тавтологией. Если высказывание А есть тавтология, то А выводимо в логике высказываний. В противном случае А не выводимо в логике высказываний. Поэтому справедлива теорема:
Проблема разрешимости в логике высказываний имеет положительное решение. 
Проблема разрешимости в логике предикатов не так проста. Формула  языка логики предикатов выводима тогда и только тогда, когда  общезначима, т.е. истинна во всех интерпретациях. Однако, число интерпретаций языка логики предикатов может оказаться бесконечным, и мы не в состоянии их все проверить. Хотя проблема разрешимости логики предикатов не может быть решена в общем виде, для некоторых частных случаев существуют решения [4].
Теорема. Проблема разрешимости имеет решение для формул в предваренной нормальной форме, в которых все кванторы существования стоят за квантором общности. Иначе говоря, существует алгоритмическая процедура, позволяющая определить, выводима формула 


или нет.
Проблема разрешимости в логике предикатов состоит в нахождении алгоритмической процедуры, с помощью которой для каждого правильно построенного предложения можно решить, выводимо оно или нет, т.е. можно ли его доказать в логике предикатов.
В логике предикатов проблема разрешимости в общем случае не имеет решения, т.е. не существует алгоритмической процедуры, позволяющей определить, выводима ли данная формула или нет. 
[bookmark: _Toc59434691][bookmark: _Toc98499295]Корректность и полнота метода семантических таблиц
Теорема о полноте исчисления Бета. Если предложение  является следствием множества предложений S, то оно выводимо по Бету из S.
S ╞ , то  S ├B 
Следствие. Если предложение  общезначимо, то оно выводимо по Бету.
Теорема корректности исчисления Бета. Если предложение  выводимо по Бету из множества предложений S логики предикатов, то  является следствием S:
S ├B , то S ╞ 
Следствие: если предложение выводимо по Бету, то оно общезначимо:
├B , то ╞ 
Теорема компактности. Множество предложений S  выполнимо тогда и только тогда, когда каждое подмножество S выполнимо.
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Теорема корректности исчисления резолюций. Пусть S – множество дизъюнктов, и R*(S) – множество резольвент S. Если множество R*(S) содержит пустой дизъюнкт, то S не выполнимо: R*(S)  S не  выполнимо.
Теорема полноты исчисления резолюций. Пусть S – множество дизъюнктов, и R*(S) – множество резольвент S. Если S не выполнимо, то множество R*(S) содержит пустой дизъюнкт:
S не выполнимо  R*(S)


Содержательно эта теорема означает, что для доказательства выполнимости или не выполнимости предложения методом резолюций, достаточно вывести пустой дизъюнкт из соответствующего множества дизъюнктов. Если имеется непротиворечивое множество дизъюнктов S, из которого следует вывести заключение , то мы применяем метод резолюции к множеству дизъюнктов SS`, где S`={}. Если результатом добавления к множеству предложений S предложения  станет получение пустого дизъюнкта в резолютивном выводе, это докажет, что общезначимо .
[bookmark: _Toc59434693][bookmark: _Toc98499297]Полнота и непротиворечивость исчисления предикатов
Теорема полноты и корректности аксиоматического исчисления (теорема Геделя, [4]).Формула   логики предикатов выводима из множества предложений S тогда и только тогда, когда   является следствием S. Формально S├   S╞ .
Следствие. Формула  выводима из аксиом логики предикатов тогда и только тогда, когда  общезначима. Формально ├   ╞ .
Секвенция  Ф1, Ф2, ... , Фn  |- Ф  истинна в модели M = (D,), если из истинности формул Ф1, Ф2, ... , Фn  в модели M следует истинность Ф в этой модели.
Секвенция |- Ф истинна в модели M, если формула Ф тождественно истинна в этой модели.
Теорема. Каждая доказуемая секвенция тождественно истинна. 
Доказательство основано на очевидных положениях:
Все аксиомы исчисления предикатов истинны.
Истинность секвенций, вводящих логические связки, доказывается в исчислении высказываний.
Истинность секвенций, вводящих кванторы, доказывается с помощью теорем для кванторов.
Определение противоречивости исчисления: формальное исчисление, заданное множеством аксиом и правил вывода, называется противоречивым, если в этом исчислении можно вывести любую формулу. Иначе в противоречивом исчислении все формулы являются теоремами. Формальное исчисление называется  непротиворечивым, если оно не является противоречивым [10].
Определение полноты множества формул: множество формул Т называется полным, если для каждой постоянной формулы либо она сама, либо ее отрицание является следствием из Т [10].
Секвенция называется тождественно истинной, если она истинна в любой алгебраической системе при любой интерпретации. 
Обоснованием непротиворечивости исчисления предикатов являются следующие и теоремы. 
Первая теорема Геделя о полноте исчисления предикатов (1930). В исчислении предикатов первого порядка все теоремы являются логически общезначимыми формулами, т.е. являются истинными во всех интерпретациях [2].
Иначе: если формула А есть логический закон, то А выводится в исчислении предикатов. 
Теорема о неполноте Геделя-Росса. Если множество формул Г содержит аксиомы математической логики и является непротиворечивым, то существует формула А, не содержащая свободных переменных, такая, что оба выражения ГА и Г А не выводимы [2].
Пример в рамках любой модели невозможно вывести ни одну из двух формул: «Бог есть», «Бога нет».
Теорема о неполноте не только означает возможность ситуаций, когда нет смысла определять, является ли формула тавтологией или противоречием на основании вывода с использованием правил вывода исчисления предикатов. Пусть в программе вывода доказывается формула А такая, что ГА и ГА не выводимы, тогда в программе вывода этой формулы никогда не реализуется критерий останова. 
В логике высказываний доказуемость или недоказуемость можно определить за конечное число шагов. Но в языке логики предикатов такой подход не годится. Однако это не является существенным недостатком с точки зрения представления знаний и  получения выводов.

oleObject1.bin

oleObject47.bin

image46.wmf
)

(

x

Q

P

®


oleObject48.bin

image47.wmf
xA

"


oleObject49.bin

oleObject50.bin

image48.wmf
)

(

|

)

(

x

P

x

x

xP

-"

$


oleObject51.bin

image49.wmf
)

(/

)

 

(

)

(

)

 

(

)

/

(

)

(

|

)

(

)

(

|

)

(

|

)

(

),

(

|

)

(

,

)

(

)

(

|

)

(

)

(

(

|

)

(

(

"

-

Ø

Ø

-

$

-

-$

-

$

-

$

-

$

-"

$

введение

ка

перестанов

введение

u

P

u

P

x

xP

u

P

x

xP

u

P

u

P

x

xP

u

P

x

xP

x

P

x

x

xP


oleObject52.bin

image2.wmf
1

)]

(

[

:

=

Î

"

d

I

D

d

j


image50.wmf
)).

,

,

(

)

,

(

)

,

(

(

))

,

,

(

)

,

(

)

,

(

(

))

,

,

(

)

)

,

(

)

,

(

(

(

))

,

,

(

))

,

(

&

)

,

(

(

(

))]

,

,

(

))

,

(

&

)

,

(

(

(

[

:

u

y

x

R

z

y

P

z

x

P

u

z

y

x

u

y

x

uR

z

y

P

z

x

P

z

y

x

u

y

x

uR

z

y

P

z

x

P

z

y

x

u

y

x

uR

z

y

P

z

x

P

z

y

x

u

y

x

uR

z

y

P

z

x

P

z

y

x

Ú

Ú

$

"

$

"

«

«

$

Ú

Ú

"

$

"

«

«

$

Ú

Ú

"

$

"

«

«

$

Ú

$

$

"

«

«

$

®

$

$

"

j


oleObject53.bin

image51.wmf
m

,

1


oleObject54.bin

oleObject55.bin

image52.wmf
)

)

(

&

)

(

&

))

(

)

(((

x

u

z

u

x

y

z

y

u

y

z

x

<

<

>

®

>

$

"

$

"


oleObject56.bin

image53.wmf
.

))

)

,

(

(

&

))

(

)

,

(

(

&

))

(

))

(

(((

2

1

2

1

x

y

x

x

y

x

x

y

x

y

y

x

<

<

>

®

>

"

"

j

j

j

j


oleObject57.bin

image54.wmf
-

=

"

j

C

k

j

:

,

1


oleObject2.bin

oleObject58.bin

image55.wmf
}

{

0

0

c

H

=


oleObject59.bin

image56.wmf
n

,

1


oleObject60.bin

image57.wmf
.

)

(

U

i

i

H

H

=


oleObject61.bin

image58.wmf
))}},

,

(

(

,

)

(

{

)},

(

{{

y

x

f

Q

x

P

a

P

S

=


oleObject62.bin

image59.wmf
)}}.

(

{

)},

(

)),

(

,

)

,

(

(

{{

x

R

x

P

x

g

y

x

f

Q

S

=


image3.wmf
.

1

]

[

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

t

x

I

j


oleObject63.bin

image60.wmf
}}.

)

(

),

(

{

)},

(

),

(

{{

x

R

x

T

x

Q

x

P

S

=


oleObject64.bin

image61.wmf
1

+

i

P


oleObject65.bin

image62.wmf
)

,...,

(

1

ik

i

a

a

P


oleObject66.bin

image63.wmf
)

,...,

(

1

ik

i

a

a

P


oleObject67.bin

image64.wmf
)

,...,

(

1

ik

i

a

a

P


oleObject3.bin

oleObject68.bin

oleObject69.bin

oleObject70.bin

oleObject71.bin

image65.wmf
)]

(

&

))

(

(

(

&

)))

(

(

)

(

(

&

)

(

[

:

x

Q

x

f

Q

x

f

Q

x

P

x

P

x

Ú

"

j


oleObject72.bin

image66.wmf
}},

)

(

{

},

))

(

(

{

},

))

(

(

,

)

(

{

},

)

(

{{

)

4

(

)

3

(

)

2

(

)

1

(

x

Q

x

f

Q

x

f

Q

x

P

x

P

S

=


oleObject73.bin

image67.wmf
))

(

&

)

(

&

))

(

(

&

))

(

(

(

a

P

a

Q

a

f

P

a

f

Q


oleObject74.bin

oleObject4.bin

image68.wmf
))}.

(

(

),

(

{

x

f

Q

x

P


oleObject75.bin

image69.wmf
)))

(

(

)

(

(

x

f

Q

x

P

Ú


oleObject76.bin

image70.wmf
))

(

&

))

(

(

(

a

P

a

f

Q


oleObject77.bin

image71.wmf
).

(

&

))

(

(

)

(

))

(

(

a

P

a

f

Q

a

P

a

f

Q

=

Ú


oleObject78.bin

image72.wmf
)].

,

(

)

,

(

[

y

a

yP

y

x

yP

x

$

®

$

"


oleObject79.bin

image4.wmf
)

(

)

(

~

'

x

x

x

j

j

=

"


image73.wmf
)).

,

(

,

(

)

,

(

(

y

x

f

a

P

y

x

P

y

x

Ú

"

"


oleObject80.bin

image74.wmf
k

i

,

1

=


oleObject81.bin

image75.wmf
i

i

v

u

n

j

i

j

i

,

 

),

,

1

,

(

=

"

"


oleObject82.bin

image76.wmf
))}.

(

)),

(

(

(

{

 

)},

,

,

(

),

),

(

(

{

2

1

d

g

c

g

f

P

C

x

b

a

Q

y

x

f

P

C

=

=


oleObject83.bin

image77.wmf
))}

(

,

,

(

),

)),

(

(

(

{

1

1

c

g

b

a

Q

y

c

g

f

P

С

=


oleObject84.bin

oleObject5.bin

image78.wmf

oleObject85.bin

image79.wmf
.

2

2

1

C

C

=


oleObject86.bin

image80.wmf
))},

(

,

,

(

)),

(

)),

(

(

(

{

2

1

c

g

b

a

Q

d

g

c

g

f

P

C

=


oleObject87.bin

image81.wmf
.

2

2

2

C

C

=


oleObject88.bin

image82.wmf
}.

/

),

(

/

{

b

w

x

g

y

=

q


oleObject89.bin

image5.wmf
)

)

(

(

'

s

j

®

x


image83.png




image84.wmf
n

i

,

1

=


oleObject90.bin

image85.wmf
}}

,

{

},

{{

Q

P

P


oleObject91.bin

image86.wmf
Q


oleObject92.bin

image87.wmf
}}

,

{

},

,

{{

Q

P

Q

P


oleObject93.bin

image88.wmf
Q


oleObject6.bin

oleObject94.bin

image89.wmf
}}

,

{

},

,

{{

Q

P

Q

P


oleObject95.bin

image90.wmf
Q

Q

Ú


oleObject96.bin

image91.wmf
P

P

Ú


oleObject97.bin

image92.wmf
}}

{

},

{{

P

P


oleObject98.bin

image93.wmf
}}

,

{

},

,

{{

R

Q

Q

P


image6.wmf
).

)

(

(

'

s

j

®

$

x

x


oleObject99.bin

image94.wmf
R

P

Ú


oleObject100.bin

image95.wmf
)},

,

(

),

,

(

),

,

(

{

z

x

P

z

y

P

y

x

P


oleObject101.bin

image96.wmf
)}

,

(

),

,

(

{

u

v

P

v

u

P


oleObject102.bin

image97.wmf
)}.

,

(

),

,

(

),

,

(

{

z

x

P

y

z

P

y

x

P


oleObject103.bin

image98.wmf
))

,

(

)

,

(

&

)

,

(

(

))

,

(

),

,

(

)

,

(

(

z

x

P

z

y

P

y

x

P

z

y

x

z

x

P

z

y

P

y

x

P

z

y

x

®

"

"

"

=

Ú

Ú

"

"

"


oleObject7.bin

oleObject104.bin

image99.wmf
))

,

(

)

,

(

(

))

,

(

)

,

(

(

u

v

P

v

u

P

v

u

u

v

P

v

u

P

v

u

®

"

"

=

Ú

"

"


oleObject105.bin

image100.wmf
))

,

(

)

,

(

&

)

,

(

(

))

,

(

)

,

(

)

,

(

(

z

x

P

y

z

P

y

x

P

z

y

x

z

x

P

y

z

P

y

x

P

z

y

x

®

"

"

"

=

Ú

Ú

"

"

"


oleObject106.bin

image101.wmf
)}

,

(

),

,

(

{

x

z

P

z

x

P


oleObject107.bin

image102.wmf
)}

,

(

),

,

(

),

,

(

{

x

z

P

z

y

P

y

x

P


oleObject108.bin

image103.wmf
)}

,

(

),

,

(

{

z

x

P

x

z

P


oleObject8.bin

oleObject109.bin

image104.wmf
)}

,

(

),

,

(

),

,

(

{

z

x

P

z

y

P

y

x

P


oleObject110.bin

image105.wmf
)}

,

(

),

,

(

{

z

y

P

y

z

P


oleObject111.bin

image106.wmf
{

}

{

}

{

}

þ

ý

ü

î

í

ì

=

)

3

(

))

(

(

,

)

2

(

))

(

(

,

)

1

(

))

(

(

,

))

(

(

Сократ

смертен

Сократ

человек

x

смертен

x

человек

S


oleObject112.bin

image107.wmf
{

}

{

}

{

}

þ

ý

ü

î

í

ì

=

)

3

(

))

(

(

,

)

2

(

))

(

(

,

)

1

(

))

(

(

,

))

(

(

Сократ

смертен

Сократ

человек

Сократ

смертен

Сократ

человек

S

q


oleObject113.bin

image108.wmf
))

,

(

)

(

&

)

(

(

:

5

u

x

L

u

Z

x

P

u

x

F

®

"

"


oleObject9.bin

oleObject114.bin

image109.wmf
))

(

)

(

(

:

x

Z

x

D

x

R

®

"


oleObject115.bin

image110.wmf
)).

(

&

)

(

(

:

6

x

Z

x

D

x

F

$


oleObject116.bin

image111.wmf
)),

,

(

)

(

)

(

(

:

4

y

x

L

y

D

x

P

y

x

F

Ú

Ú

"

$


oleObject117.bin

image112.wmf
)),

,

(

)

(

)

(

(

:

5

u

x

L

u

Z

x

P

u

x

F

Ú

Ú

"

"


oleObject118.bin

image113.wmf
)}}.

(

{

)},

(

{

)},

,

(

),

(

),

(

{

)},

,

(

),

(

),

(

{

)},

(

{

)},

(

{{

a

Z

a

D

u

x

L

u

Z

x

P

y

c

L

y

D

c

P

b

Z

c

P

S

=


image7.wmf
.

1

]

)

(

[

:

'

=

®

Î

"

s

j

d

I

D

d


oleObject119.bin

image114.wmf
þ

ý

ü

î

í

ì

=

)

6

(

)}

(

{

)

5

(

)},

(

{

)

4

(

)},

,

(

),

(

),

(

{

)

3

(

)},

,

(

),

(

),

(

{

)

2

(

)},

(

{

)

1

(

)},

(

{

1

a

Z

a

D

u

x

L

u

Z

x

P

a

c

L

a

D

c

P

b

Z

c

P

S

q


oleObject120.bin

image115.wmf
þ

ý

ü

î

í

ì

=

)

6

(

)}

(

{

)

5

(

)},

(

{

)

4

(

)},

,

(

),

(

),

(

{

)

3

(

)},

,

(

),

(

),

(

{

)

2

(

)},

(

{

)

1

(

)},

(

{

3

2

1

a

Z

a

D

a

c

L

a

Z

с

P

a

c

L

a

D

c

P

b

Z

c

P

S

q

q

q


oleObject121.bin

image116.wmf
}.

/

,

/

,

/

{

3

2

1

b

u

a

y

c

x

=

È

È

=

q

q

q

q


oleObject122.bin

image117.wmf
)}.

,

(

),

(

{

a

c

L

c

P


oleObject123.bin

image118.wmf
)},

,

(

),

(

{

a

c

L

c

P


oleObject10.bin

oleObject124.bin

image119.wmf
)},

(

{

9

)

8

,

7

(

c

P

C

R

=

=


oleObject125.bin

image120.wmf
=

=

10

)

9

,

1

(

C

R


oleObject126.bin

image121.wmf
j

4

3

4

2

1

4

4

3

4

4

2

1

$

"

$

$

"

"

только

l

только

k

y

y

x

x

)

)...(

(

)

)...(

(

1

1


oleObject127.bin

image122.wmf
j


oleObject128.bin

oleObject129.bin

image8.wmf
1

]

)

(

[

'

=

®

s

j

d

I


oleObject11.bin

image9.wmf
0

)]

(

[

:

'

=

Î

"

d

I

D

d

j


oleObject12.bin

image10.wmf
0

)]

(

[

'

=

$

x

x

I

j


oleObject13.bin

image11.wmf
)

)

(

(

'

s

j

®

$

x

x


oleObject14.bin

image12.wmf
B

B

A

A

®

,


oleObject15.bin

image13.wmf
xA

v

A

"

)

(


oleObject16.bin

image14.wmf
)

,

(

y

x

yP

x

$

"


oleObject17.bin

image15.wmf
y

x

£


oleObject18.bin

image16.wmf
.

)

(

|

|

,

B

A

B

A

®

-

G

-

G


image17.wmf
)

&

(

|

,

|

;

|

2

1

2

1

B

U

B

U

-

G

G

-

G

-

G


image18.wmf
B

B

U

U

B

Г

-

G

-

G

-

G

-

G

|

)

&

(

|

,

|

)

&

(

|


oleObject19.bin

image19.wmf
)

(

|

|

,

)

(

|

|

B

U

B

B

U

U

Ú

-

G

-

G

Ú

-

G

-

G


oleObject20.bin

image20.wmf
G

G

B

G

U

B

U

-

G

G

G

-

G

-

G

Ú

-

G

|

,

,

|

,

,

|

,

),

(

|

3

2

1

3

2

1


oleObject21.bin

image21.wmf
)

(

|

|

,

B

U

B

U

®

-

G

-

G


oleObject22.bin

image22.wmf
B

U

B

U

-

G

G

-

G

®

-

G

|

,

|

),

(

|

2

1

2

1


oleObject23.bin

image23.wmf
U

U

-

G

-

G

|

|

,


oleObject24.bin

image24.wmf
U

U

-

G

-

G

|

|

,


oleObject25.bin

image25.wmf
-

G

G

-

G

-

G

|

,

|

;

|

2

1

2

1

U

U


oleObject26.bin

image26.wmf
U

-

G

-

G

|

|


oleObject27.bin

image27.wmf
U

B

U

-

G

-

G

|

,

|


oleObject28.bin

image28.wmf
)

(

|

)

(

|

x

xU

v

U

-"

G

-

G


oleObject29.bin

image29.wmf
)

(

|

)

(

|

t

U

x

xU

-

G

-"

G


oleObject30.bin

image30.wmf
)

(

|

)

(

|

x

xU

t

U

-$

G

-

G


oleObject31.bin

image31.wmf
D

x

xU

D

v

U

-

$

G

-

G

|

)

(

,

|

)

(

,


oleObject32.bin

image32.wmf
)

(

x

U


oleObject33.bin

image33.wmf
y

x

U


oleObject34.bin

image34.wmf
.

|

)

(

|

),

(

G

x

xA

G

v

A

-

"

-

G


oleObject35.bin

image35.wmf
xA

A

"


oleObject36.bin

image36.wmf
G

U

B

G

B

U

-

G

G

-

G

G

|

,

,

,

|

,

,

,

2

1

2

1


oleObject37.bin

image37.wmf
G

U

G

U

U

-

G

G

-

G

G

|

,

,

|

,

,

,

2

1

2

1


oleObject38.bin

image38.wmf
.

|

,

|

,

;

|

2

1

2

1

D

D

C

C

-

G

G

-

G

-

G


oleObject39.bin

image39.wmf
B

D

D

2

1

,


oleObject40.bin

image40.wmf
xA

D

"

1


oleObject41.bin

image1.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

®

"

t

x

x

x

j

j

)

(


image41.wmf
)

(

))

(

(

))

(

(

));

(

(

)

(

x

xQ

P

x

xQ

P

x

Q

P

x

x

Q

P

x

x

Q

P

"

®

"

®

®

®

"

®

"

®


oleObject42.bin

image42.wmf
)

(

));

(

(

);

(

x

Q

P

x

Q

P

x

x

xQ

P

®

®

"

"

®


oleObject43.bin

image43.wmf
)

(

x

Q

P

®


oleObject44.bin

image44.wmf
xA

"


oleObject45.bin

oleObject46.bin

image45.wmf
,

))

(

(

)

(

x

Q

P

x

x

Q

P

®

"

®


