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Логика представляет собой науку о способах рассуждений. Математическая логика – это математическая дисциплина, которая изучает способы рассуждений, применяемые в математике, средствами самой математики. 
Формальные модели позволяют адекватно отображать разнообразные предметные области и операции, применяемые при манипулировании данными. Методология таких моделей разрабатывается в формальных системах. 
В формальной логике разрабатываются методы правильных рассуждений, представляющих собой цепь умозаключений в логически последовательной форме. Рассуждения в ней изучаются с точки зрения формы, а не смысла.
В формальной логике не рассматривается семантика предложений. Это является результатом применения операции абстрагирования к рассуждениям естественного языка. Абстрагирование широко используется в науке для исследования различных аспектов рассматриваемой проблемы. Современная парадигма научного исследования состоит в том, что формальное изучение любой проблемы начинается с замены реальных объектов их абстрактными представлениями (моделями), в которых отражены именно те свойства исходных объектов, которые мы хотим изучать. Абстрагирование позволяет строить формальные модели понятий, процессов и явлений реального мира и далее изучать их с помощью формальных же средств. Именно на основе научного подхода к решению инженерных проблем получены многие впечатляющие результаты в технике, в связи с чем давно укоренилась поговорка «Нет ничего практичнее хорошей теории». 
Основными задачами формальной логики являются выявление противоречий в рассуждениях и изучение отдельных этапов рассуждений или выводов, когда строго шаг за шагом доказывается их правильность независимо от используемой  интерпретации.
Формальная система представляет собой совокупность чисто абстрактных объектов (не связанных с внешним миром), в которой представлены правила оперирования множеством символов в чисто синтаксической трактовке без учета смыслового содержания. 
Формальная система определена, если:
· задан конечный алфавит.
· определена процедура построения формул.
· выделено некоторое множество формул, называемых аксиомами.
· задано конечное множество правил вывода, которые позволяют получать новые формулы из уже имеющихся формул и аксиом.
Пусть дано множество А, называемое алфавитом. Словом длины m над алфавитом А называется кортеж , где ., в котором буквы могут повторяться. Число букв m в слове называется длиной слова. 
Правильно построенное слово в алфавите А называется формулой.
Процесс формирования истинных слов в формальной теории состоит в следующем: выделяется некоторое множество слов, которые называются аксиомами теории, и указывается конечное множество отношений P между словами. Отношения между словами называются правилами вывода. 
Выводом в формальной теории называется всякая последовательность слов , такая, что для всех i,j слово  есть либо аксиома, либо получено из какого-нибудь предыдущего слова по правилам вывода. Непосредственным следствием слова ,  по правилу P называется слово , если существует отношение .
Слово  выводимо, если существует вывод в формальной теории, в котором это слово является последним. Такой вывод называется доказательством. В этом случае слово  является теоремой формальной теории. В частности всякая аксиома является теоремой. Если формула Т является теоремой, это обозначают:, читается: выводима .
Теоремой является любое высказывание, присутствующее в доказательстве.
Множество формул формальной системы вместе с множеством аксиом и правил вывода образуют формальный язык L. Формальный язык отличается от естественного тем, что его конструкции строятся по строго определенным правилам и не допускают двусмысленного толкования. 
Под формальной теорией понимают множество слов языка L с выделенным в нем подмножеством истинных слов.
Построенная указанным способом формальная теория называется аксиоматической формальной теорией, исчислением или дедуктивной системой. 
Говорят, что существует интерпретация формальной теории в содержательную, если имеется соответствие между словами формальной теории и объектами-утверждениями содержательной теории.
Формальную теорию, в которой понятие вывода определено указанным выше способом, называют каноническим исчислением Поста. 
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Математическая логика исследует формальные законы построения суждений и доказательств, используя язык, который позволяет описывать ситуацию формально, так чтобы можно было произвести анализ ситуации, т.е. строить и формально доказывать утверждения о свойствах ситуации. Логика исследует схемы рассуждений, которые верны единственно в силу своей формы, абстрагируясь от содержания объектов анализа. Математическая логика – это множество правил манипулирования формулами, представляющими формы рассуждений. Формальная логика строит формальные модели предложений естественного языка, игнорируя их содержание. 
Логика выражает формы мышления и способы их выражения в языке. Формальная математическая логика решает проблемы проверки правильности рассуждений в естественном языке (реальный мир), строя свои модели и правила их преобразования. Для этого логика вводит свои языки – систему формальных обозначений (формулы) и правила их преобразования. Поэтому математическую логику можно рассматривать как множество правил манипулирования формулами, описывающими утверждения естественного языка. В результате конкретизации (интерпретации) результатов и выводов формальной логики – новых полученных формул, получаются новые предложения естественного языка, позволяющие оценить свойства исходных предложений и т.д. Следует, однако, ясно понимать, что выводы, полученные с помощью формализма математической логики (как и с помощью любого формализма), можно использовать в реальной жизни не всегда, а только если выполнены ограничения, обеспечивающие адекватность применяемой модели.
Из всего разнообразия конструкций естественного языка логика высказываний имеет дело только с узким кругом утверждений, которые могут принимать значение в множестве {0,1}, где 1 и 0 имеют смысл t (true - истина) и f (false – ложь) соответственно. Высказывания – это переменные, принимающие значения в этом множестве. Они называются атомами. Два атома называются противоположными, если один из них является отрицанием другого: НЕ ИСТИНА – это ЛОЖЬ, НЕ ЛОЖЬ – это ИСТИНА. Кроме простейших высказываний, структура которых не анализируется, рассматриваются формулы. Формула U над множеством атомов строится с использованием логических связок: одноместной , двуместных , &, , , , |,  и скобок. Логические связки – это элементарные булевы функции, определение которых дается в теории булевых функций. Формула логики высказываний определяется индуктивно следующими двумя пунктами. Первый из этих пунктов является базисом индукции. В нем непосредственно сообщается, какие комбинации символов следует считать формулами. Второй пункт представляет собой порождающее правило. Предполагается, что все формулы языка L построены последовательным применением правил, сформулированных во втором пункте, к формулам, определенным первым пунктом. Итак:
· любой атом из алфавита А есть формула, 
· если P,Q – формулы, то (PQ), (P&Q), (PQ) – формулы, 
· (Р) – также формула,
· других формул нет.
В логике высказываний особое место занимает множество {,}, образующее функционально полную в Р2 систему функций (базис Фреге). Остальные логические связки могут быть определены как суперпозиции над множеством {,}. Любое слово в алфавите логики высказываний является формулой, если оно удовлетворяет данному выше определению формулы. 
Задачей логики высказываний является определение логического смысла формул. Она решается в соответствии с таблицами истинности связок, используемых при построении формул. Каждая комбинация значений истинности атомов, входящих в формулу, называется интерпретацией. Логика высказываний и теория булевых функций тесно связаны: обе эти формальные модели являются булевыми алгебрами. Будем далее использовать 1 и 0 как символы истины и лжи соответственно. 
Таким образом, в логике высказываний определены алфавит, правила образования формул, система аксиом и правил, позволяющих строить новые формулы, т.е. язык логики высказываний образует формальную систему.
В формальной логике тождественно истинными называются формулы, принимающие значение ИСТИНА во всех интерпретациях, т.е. тавтологии. Формула, тождественно ложная во всех интерпретациях, называется невыполнимой. Процедура интерпретации формул логики высказывания определена. Она состоит в построении таблицы истинности для данной формулы.
Аппарат логики высказываний очень похож на формализм теории булевых функций. Однако они решают разные задачи. Задачей теории булевых функций является реализация преобразователей информации, т.е. построение комбинационных схем, реализующих функции. Одной из главных проблем логики, сформулированных еще Аристотелем, является разработка методов определения того, является ли заключительное утверждение истинным при условии истинности приведенных фактов единственно в силу формальной структуры рассуждения, а, не исходя из смысла утверждения и фактов, из которых утверждение построено. Логическое следствие можно считать новым знанием, полученным из уже известных фактов. 
Семантика логики высказываний – это смысловая интерпретация ее предложений или формул, которая означает установление соответствия  между логическими переменными и объектами окружающей среды. Истинное значение логической переменной (атома) означает наличие соответствующего свойства у объекта, ложное – отсутствие. Определяя значение истинности формул в конкретных интерпретациях, можно судить о наличии у среды совокупности свойств и отношений, выражаемых формулами. Истинностные значения любой формулы, т.е. ее семантику, всегда можно задать таблицей истинности. Однако построение таблиц истинности слишком трудоемко, чтобы можно было с их помощью решать практические задачи. Вместо этого используют специальные правила вывода, применение которых базируется не на понятии общезначимости формулы, а на понятии модели формулы. Понятие модели является важным в логике высказываний, поскольку позволяет ввести понятие выводимости одних истинных формул из других истинных. 
Примеры.
1. Если прошел дождь, то дорога мокрая. 
В данном утверждении имеется два атома: А – Прошел дождь, и В – Дорога мокрая. Исследуемое утверждение может быть представлено формулой: . Из житейского опыта мы связываем это причинно-следственное отношение с дополнительным знанием: Если дождя не было, то дорога сухая, т.е. формула  также справедлива, ее можно считать следствием исходной формулы. Однако две логические формулы  и  различны. Из истинности первой формулы не следует истинность второй.
2. Докажем теорему: «Для того чтобы сепульки не были хроничны и бифуркальны одновременно, необходимо и достаточно, чтобы они были не хроничны или не бифуркальны». 
Введя обозначения атомов: x – сепульки хроничны, у – сепульки бифуркальны, представим терему формулой: . Легко видеть, что посылка и заключение импликации эквивалентны, следовательно, утверждение является тавтологией. Таким образом, для доказательства этой теоремы не нужно ничего знать о сепульках и их свойствах.
Рассмотрим рассуждение: Если бы он не сказал ей, она бы и не узнала. А не спроси она его, он и не сказал бы ей. Но она узнала. Следовательно, она спросила.
В данном рассуждении содержится несколько фактов, которые могут быть представлены как атомы логики высказываний:
· Ск: он сказал ей, 
· У: она  узнала, 
· Сп: она спросила.  
Тогда приведенное рассуждение можно записать формулой: .
Произведя равносильные преобразования, легко показать, что это тавтология. 
Очевидная сентенция: «Истину может сказать всякий»[footnoteRef:1]. На языке логики высказываний эту сентенцию можно представить клаузой  [1:  О.Е. Акимов. Дискретная математика. Логика, группы, графы. М.: Лаборатория базовых знаний, 2003. – 376 с. (с. 41).] 


Она означает: «если А истинно, то источником этой истинности может быть все что угодно, например, В». Если произвести эквивалентное преобразование этой клаузы, получим 

Семантика при этом изменится и станет примерно такой: :»если ранее было установлено. Что А истинно, то истинность В не может проявиться так, что А станет ложным», или «истинность одного высказывания (В) не может повлиять на истинность другого высказывания (А)».
Рассмотрим формальные законы построения умозаключений в естественном языке на примере рассуждения «Спросила – Сказал». Это сложное утверждение представляет собой конъюнкцию трех утверждений, из которых следует некоторый вывод. Выделим в предложениях этого высказывания атомы: Ск, У, Сп и сформулированные ранее утверждения:
· F1 – Если бы он не сказал ей, она бы и не узнала.
· F2 – А не спроси она его, он бы и не сказал ей.
· F3 – Но она узнала.
· R – Следовательно, она спросила.
F1, F2, F3 – факты, R – вывод из этих фактов или заключительное утверждение, являющееся следствием приведенных ранее утверждений.
Справедливость построенного формализма следует из тавтологичности формулы

Рассмотрим еще одно рассуждение: “В хоккей играют настоящие мужчины. Трус не играет в хоккей. Я в хоккей не играю. Значит, я трус?”
Элементарными высказываниями здесь будут: Х – Я играю в хоккей, М – Я настоящий мужчина. 
Формула, соответствующая этому рассуждению имеет вид:

Легко убедиться, что эта формула не является тавтологией. Следовательно, из данных посылок не следует вывод  Интерпретация (0,1 )аргументов x,m является контрпримером. Такая ситуация означает недостаточность или неточность данных.
В формальной логике разработано несколько методов проверки правильности рассуждений, т.е. проверки того, является ли некоторое утверждение  логическим следствием других утверждений. Логическое следствие можно считать новым знанием, полученным из уже известных фактов. 
Результаты формальной логики могут быть применены к высказываниям естественного языка, только если выполняются ее постулаты, в частности, высказывания являются только истинными либо ложными («черно-белый мир»), они не включают никаких уровней уверенности - неуверенности, все причинно-следственные отношения между фактами явно выражены, истинностные значения высказываний не меняются во времени. Представляемая здесь логика формализует лишь самую простую часть тех закономерностей, которым подчиняются мышление и язык. Однако даже эта часть является удивительной и впечатляющей по своим результатам. Существуют различные расширения классической логики, например, многозначная логика, формализующая конкретный набор степеней уверенности в истинности высказываний; нечеткая логика, в которой можно оперировать с оценками степеней уверенности (вероятностями) в истинности высказываний; темпоральная логика, позволяющая оперировать высказываниями о свойствах систем, изменяющихся во времени. Эти логики не являются предметом нашего рассмотрения. 
Описанные выше примеры являются иллюстрацией применения формальных законов для построения умозаключений естественного языка. Другим примером правильных схем рассуждений являются силлогизмы. 
Силлогизмы – это правильные схемы рассуждений. Впервые силлогизмы исследовались еще Аристотелем и имели фиксированную форму, описываемую предикатами (отношениями). В общем смысле силлогизмом называется схема рассуждений из некоторого множества таких схем, в которых заключение всегда верно в силу именно формы рассуждения, а не его содержания. Наиболее часто используемым силлогизмом является правило Modus Ponens (правило отделения), которое записывают в виде:   Последняя форма записи принята в математической логике и означает, что из истинности формул записанных над чертой, следует истинность формулы, записанной под чертой. Правило Modus Ponens означает, что из истинности импликации PQ и посылки P следует истинность заключения импликации Q. 
Рассуждения, построенные по схеме силлогизмов, правильны именно в силу своей структуры. 
Определение 1. Формула R называется логическим следствием формулы Ф (иначе формула R логически следует из множества формул Ф в записи ) тогда и только тогда, когда для всякой интерпретации, в которой формула Ф истинна, R также истинна.
Очевидно, любая формула является следствием самой себя. Это следует из таблицы истинности импликации: . С другой стороны, из ложных фактов можно вывести любое утверждение. Например, знаменитый пример Гилберта: Если 2×2=5, то Луна сделана из зеленого сыра - с точки зрения логики является совершенно правильным умозаключением. 
Определение 2. Формула R называется логическим следствием формул F(это можно записать в виде:  F) тогда и только тогда, когда для всякой интерпретации, в которой истинна конъюнкция F, формула R также истинна. 
Истинность конъюнкции Fнескольких фактов является логическим следствием истинности этих фактов. 
Инспектора Крейга из Скотланд-Ярда направили для проверки лечебницы для умалишенных. Каждый из обитателей лечебницы  - врач либо пациент – мог быть либо здоров, либо лишен рассудка. Если он был здоров, он говорил правду, если лишен рассудка, то только лгал. В лечебнице Крейг побеседовал с двумя обитателями, Джоном и Смитом. Джон сказал, что Смит – один из врачей больницы, а Смит сказал, что Джон – пациент. Поразмыслив, Крейг догадался, что либо в клинике есть доктора, лишенные рассудка, либо пациенты, которые нормальны. Очевидно, то и другое следует пресекать. Как он догадался об этом? 
Введем обозначения: x –Джон - доктор, y –Смит – доктор. 
Тогда  –Джон – пациент, –Смит – пациент. Информация, полученная Крейгом, сводится к четырем фактам: 
 – (если Джон нормален, то Смит – доктор),
 – (если Джон - пациент, то Смит – пациент),
 – (если Смит - доктор, то Джон – пациент),
 – (если Смит - пациент, то Джон – доктор). 
Если множество этих фактов непротиворечиво, то их конъюнкция истинна. Выполнив элементарные преобразования, получаем подтверждение противоречивости множества указанных высказываний:

Следовательно, множество утверждений, которые могут быть сформулированы на основе полученной Крейгом информации, является противоречивым и на основании этой информации можно сделать любой вывод о положении дел в лечебнице. Поэтому у инспектора Крейга есть все основания для того, чтобы назначить расследование.
Следуя Определению 2 логического вывода, истинность утверждения можно подтвердить также с помощью таблицы истинности булевой функции, моделирующей это рассуждение. Например, таблица истинности для первого примера («Спросила – сказал») имеет вид:)
Таблица 1 Доказательство логического следствия
	Ск
	Сп
	У
	F1=СкУ
	F2=СпСк
	F3=У
	F
	R=Сп
	F

	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Следовательно, в схеме рассуждений «Спросила – Сказал» вывод с необходимостью следует из истинности фактов. 
Однако при большом числе атомов такие таблицы становятся очень громоздкими и в логике высказываний для доказательства истинности вывода используют другие методы. 
Пусть мы имеем произвольную систему рассуждений. Определение логического следствия дает основание для систематической проверки  правильности любой схемы рассуждений. Построим таблицы истинности для всех утверждений рассмотренной выше задачи «Спросила – Сказал».
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Следующие теоремы определяют условия, при которых можно проверить правильность рассуждений без использования таблиц истинности. Именно на этой теореме основаны все методы логического вывода, как в логике высказываний, так и в логике предикатов, которую мы рассмотрим ниже. Поэтому ее можно назвать основной теоремой логического вывода. 
Формула R является логическим следствием формул F1,F2,…,Fk тогда и только тогда, когда  импликация (F1&F2& …&Fk  R) общезначима.
Необходимость. Пусть R является логическим следствием формулы F1F2 … Fk. Докажем общезначимость импликации. Если все формулы F1,F2,…,Fk истинны в некоторой интерпретации, то импликация также истинна, так как R является следствием из этого множества формул и истинна.. Если же в множестве этих формул хотя бы одна ложна, то импликация также истинна. Следовательно, импликация общезначима.
Достаточность. Пусть формула  общезначима. Тогда для всякой интерпретации, в которой для всех  формулы  истинны, формула  также истинна. А поскольку  общезначимая, в этой конкретной интерпретации формула R также истинная в силу определения импликации. 
Формула R является логическим следствием  формул F1,F2,…,Fk тогда и только тогда, когда формула   невыполнима. 
Так как формула  общезначима, то ее отрицание невыполнимо. По правилу де Моргана получаем доказательство. 
Заметим, что такой способ доказательства проще, чем построение и анализ таблиц истинности.
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Методы доказательств – это алгоритмические процедуры, следуя которым, можно установить, является ли формула тавтологией, и выполнимо ли множество формул. 
В 1934 немецкий математик Генцен (1909-1945)  доказал существование алгоритмических процедур, позволяющих установить тавтологичность формул, применяя сформулированные им правила вывода. Эти правила стали основой исчисления высказываний.
Используя теорию доказательства, Бет  и Хинтика в 1955 г. предложили алгоритм, устанавливающий, является ли составное высказывание тавтологией или нет, получивший название метода семантических таблиц Бета.
При помощи семантических таблиц Бета можно исследовать значение истинности данного высказывания без построения таблицы истинности, которая строится в теории булевых функций. Семантическая таблица – это дерево, вершинами которого является исследуемая формула и все ее подформулы. Вершина называется особой, если она отлична от атома, т.е. ее логическое значение зависит от последней выполняемой логической связки. Вершина называется обычной, если в ней находится атом. Последние вершины каждой ветви – это обязательно атомы, и такие вершины называются листьями. Семантическая таблица составного высказывания К строится индуктивно, исходя из семантических таблиц подформул, входящих в высказывание К. Каждой логической связке, выполняемой в соответствующей данной вершине подформуле, сопоставляется элементарная семантическая таблица в виде дерева, раскрывающего логическую интерпретацию связки. Примеры наиболее употребимых в логике высказываний связок приведены на рис. 1.

Рисунок 1 Элементарные семантические таблицы
Идея метода основывается на построении дерева, вершинами которого являются все подформулы данной формулы. Логическое значение всех подформул исследуется вплоть до атомов, называемых листьями, пока не будет обнаружено противоречие в данной ветви или в данной ветви не останется особых вершин. Такое дерево воспроизводит таблицу истинности формулы. Однако часто нет необходимости строить все дерево до листьев: в некотором узле значение функции может быть определено сразу для всех листьев, которые могут быть построены из этого узла. 
Пусть К–формула языка логики высказываний. Обозначим tK утверждение «К  истинно» и fK  утверждение: «Кложно». При этом tK и fK называются помеченными формулами. 
Семантическая таблица – это дерево, вершинами которого являются помеченная формула и ее помеченные подформулы. 
Атомарные семантические таблицы – это семантические таблицы для элементарных булевых функций {&, , , , , …}. Примеры атомарных семантических таблиц для произвольных формул 1  и 2 представлены на Рис. 1.
Семантическая таблица составного высказывания К – это граф, не имеющий циклов (дерево), с единственным корнем, в который помещается помеченная формула К. Каждая ветвь дерева интерпретируется как конъюнкция всех подформул, записанных в вершинах этой ветви. Семантическая таблица строится сверху вниз, исходя из индуктивного правила определения формулы: неделимые высказывания (литералы) – это атомы; из атомов строятся формулы с использованием логических связок. Каждая формула является результатом применения одно- или двухместной логической связки к образующим ее подформулам. Для этих связок выше определены атомарные семантические таблицы. 
Процедура построения семантической таблицы состоит в следующем:
· Построение семантической таблицы для составного высказывания начинаем с того, что записываем помеченную формулу tK или fK в корень семантической таблицы.
· Если какая-то часть таблицы уже построена, находим в множестве висячих вершин (т.е. вершин графа, которым инцидентно единственное ребро) особые вершины и продолжаем построение атомарными семантическими таблицами для каждой из подформул. Вершина семантической таблицы называется особой, если она встречается как корень некоторой атомарной семантической таблицы. Если вершина обозначена помеченным атомом, она называется обычной.
· Ветвь семантической таблицы называется противоречивой, если в ней встречаются обычные вершины, содержащие помеченные атомы tP и fP, которые означают, что конъюнкция всех подформул, входящих в данную вервь равна нулю. Т.е. эта ветвь содержит противоречие, обусловленное атомом P на некотором наборе значений пропозициональных переменных решаемой задачи.
· Семантическая таблица называется замкнутой, если ни одна из ее ветвей не содержит особых вершин, которые не были бы продолжены в соответствии с атомарными семантическими таблицами ее подформул. В противном случае семантическая таблица называется незамкнутой.
· Семантическая таблица противоречива, если каждая ее ветвь противоречива. Если замкнутая семантическая таблица с корнем fK противоречива, а это означает, что мы пытались всеми возможными способами сделать высказывание К ложным и не сумели, то К – тавтология. 
· Доказательством или выводом по Бету высказывания К называется замкнутая противоречивая семантическая таблица, в корне которой помещена помеченная формула fK. 
· Замкнутая противоречивая таблица, имеющая в качестве корня tK, называется опровержением по Бету высказывания К. 
· Говорят, что высказывание К доказуемо или выводимо по Бету, если оно имеет доказательство по Бету. Высказывание называется опровержимым по Бету, если существует опровержение К по Бету. Факт, что К доказуемо по Бету обозначается .
В данном случае понятие выводимости отличается от аналогичного определения в теории булевых функций и означает общезначимость рассуждения. Чтобы избежать путаницы понятий, будем применять для обозначения тождественной истинности высказываний термин доказуемо.
Рассмотрим пример построения семантической таблицы Бета для доказательства истинности высказывания

В корень дерева поместим формулу, пометив ее как ложную (f). Раскрывая последовательно значения всех ее подформул с помощью элементарных семантических таблиц для логических связок  и &, будем строить ветви дерева сверху вниз до тех пор, пока в каждой ветви не обнаружится противоречие в виде входящего в ветвь одного и того же атома, помеченного однажды как истина(t) и другой раз как ложно ()f. Как только противоречие обнаружится, дальнейшее построение ветви прекращается. 
Построение таблицы очевидно из Рис. 2.


Рисунок 2. Доказательство методом семантической таблицы Бета
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Логическим исчислением, или просто исчислением, называется формальная система, в которой определены алфавит, правила построения формул, некоторое множество аксиом и правил вывода. Аксиомы и правила вывода позволяют строить новые формулы, которые являются общезначимыми, т.е. также являются аксиомами или теоремами. Правила вывода применяются непосредственно к формулам, а не к таблицам истинности. Исчисление высказываний может включать много аксиом и мало правил вывода, тогда оно образует аксиоматическую формальную систему или классическое исчисление высказываний.
Логика высказываний, или пропозициональная логика (propositio — «высказывание»), или исчисление высказываний—изучает сложные, образованные из простых, и их взаимоотношения. В отличие от логики предикатов, внутренняя структура простых высказываний не рассматривается, а учитывается лишь, с помощью каких союзов и в каком порядке простые высказывания сочленяются в сложные.
Несмотря на свою важность и широкую сферу применения, логика высказываний является простейшей логикой и имеет очень ограниченные средства для исследования суждений.
Логика высказываний является теорией тех логических связей высказываний, которые не зависят от внутреннего строения (структуры) простых высказываний.
Логика высказываний исходит из следующих двух допущений:
1) всякое высказывание является либо истинным, либо ложным (принцип двузначности);
2) истинностное значение сложного высказывания зависит только от истинностных значений входящих в него простых высказываний и характера их связи.
На основе этих допущений ранее были даны строгие определения логических связок «и», «или», «если, то» и др. Эти определения формулировались в виде таблиц истинности и назывались табличными определениями связок. Соответственно, само построение логики высказываний, опирающееся на данные определения, называется табличным её построением.
Язык логики высказываний (пропозициональный язык) искусственный язык, предназначенный для анализа логической структуры сложных высказываний.
Алфавит языка логики высказываний
Исходные символы, или алфавит языка логики высказываний, разделены на следующие три категории: 
· пропозициональные буквы (пропозициональные переменные):
[image: p, q, r, s, t, p_1, q_1, r_1, s_1, t_1, ...]
· логические знаки (логические союзы): [image: \neg], [image: \land], [image: \vee], [image: \rightarrow], [image: \leftrightarrow];
· технические знаки: [image: (] — левая скобка, [image: )]— правая скобка.
· Других знаков в алфавите языка логики высказываний нет.
Пропозициональные переменные
Пропозициональная переменная — переменная, которая в пропозициональных формулах служит для замены собой элементарных логических высказываний.
Пропозициональные формулы
Роль структурных образований, аналогичных элементарным и сложным высказываниям, играют в этом языке формулы. Пропозициональная формула — конечная последовательность знаков алфавита, построенная по изложенным ниже правилам и образующая законченное выражение языка логики высказываний. Заглавные латинские буквы [image: A], [image: B], … употребляются для обозначения формул. Индуктивное определение формулы логики высказываний: 
· пропозициональная переменная есть формула;
· если [image: A] — произвольная формула, то [image: \neg A] — тоже формула;
· если [image: A] и [image: B] — произвольные формулы, то [image: (A \to B)], [image: (A \wedge B)], [image: (A \leftrightarrow B)], [image: (A \vee B)] и [image: (A ~ \dot\or ~ B ~)] — тоже формулы;
· Других формул в языке логики высказываний нет. 
Относительно любой последовательности знаков алфавита языка логики высказываний можно решить, является она формулой или нет. Если эта последовательность может быть построена в соответствии с определением формулы, то она формула, если нет, то не формула.
Язык логики высказываний можно рассматривать как множество пропозициональных формул.
Для формул логики высказываний можно определить понятие интерпретации как приписывание каждой пропозициональной переменной истинностного значения («истина» или «ложь», хотя исчисление высказываний никак не ограничивает множество возможных значений при интерпретации: например, можно задать интерпретацию как отображение в множество [image: \{0,1,\ldots,k\}], где . 
Соглашения о скобках
Поскольку в построенных по определению формулах оказывается слишком много скобок, иногда и не обязательных для однозначного понимания формулы, математики приняли соглашения о скобках, по которым некоторые из скобок можно опускать. Записи с опущенными скобками восстанавливаются так:
· Если опущены внешние скобки, то они восстанавливаются.
· Если рядом стоят две конъюнкции или дизъюнкции (например, [image: A \wedge B \wedge C]), то в скобки заключается сначала самая левая часть (то есть две подформулы со связкой между ними). (Говорят также, что эти связки  левоассоциативны.)
· Если рядом стоят разные связки, то скобки расставляются согласно приоритетам: [image: \neg, \wedge, \vee] и [image: \to] (от высшего к низшему).
Когда говорят о длине формулы, имеют в виду длину подразумеваемой (восстанавливаемой) формулы, а не сокращённой записи. (Следовательно, длина формулы языка PL – это число символов в ее записи, включая скобки, в том числе, внешние.)
Например, запись [image: A \vee B \wedge \neg C] означает формулу [image: (A \vee (B \wedge ( \neg C)))], а её длина равна 12.
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Основной задачей логики высказываний является установление истинностного значения формулы, если даны истинностные значения входящих в неё переменных. Истинностное значение формулы в таком случае определяется индуктивно (с шагами, которые использовались при построении формулы) с использованием таблиц истинности связок.
Тождественно истинные формулы (тавтологии)
Формула является тождественно истинной, если она истинна при любых значениях входящих в неё переменных (то есть, при любой интерпретации). Вот несколько широко известных примеров тождественно истинных формул логики высказываний:
Законы де Моргана:
1) [image:  \neg (p \vee q) \leftrightarrow (\neg p \wedge \neg q)];
2) [image:  \neg (p \wedge q) \leftrightarrow (\neg p \vee \neg q)];
Закон контрапозиции:
[image: (p\rightarrow q)\leftrightarrow(\neg q\rightarrow \neg p)];
Законы поглощения:
1) [image: p\vee(p\wedge q)\leftrightarrow p];
2) [image: p\wedge(p\vee q)\leftrightarrow p];
Законы дистрибутивности:
1) [image: p\wedge(q\vee r)\leftrightarrow(p\wedge q)\vee(p \wedge r)];
2) [image: p\vee(q\wedge r)\leftrightarrow(p\vee q)\wedge(p \vee r)].
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Одним из возможных вариантов (Гильбертовской) аксиоматизации логики высказываний является следующая система аксиом:
[image: A_1 : A \rightarrow (B \rightarrow A)];
[image: A_2 : ((A \rightarrow (B \rightarrow C)) \rightarrow ((A \rightarrow B) \rightarrow (A \rightarrow C)))];
[image: A_3 : A \wedge B \rightarrow A];
[image: A_4 : A \wedge B \rightarrow B];
[image: A_5 : A \rightarrow (B \rightarrow (A \wedge B))];
[image: A_6 : A \rightarrow (A \vee B)];
[image: A_7 : B \rightarrow (A \vee B)];
[image: A_8 : (A \rightarrow C) \rightarrow ((B \rightarrow C) \rightarrow ((A \vee B) \rightarrow C))];
[image: A_9 : \neg A \rightarrow (A \rightarrow B)];
[image: A_{10} : (A \rightarrow B) \rightarrow ((A \rightarrow \neg B)\rightarrow \neg A)];
[image: A_{11} : A\vee\neg A].
вместе с двумя правилами вывода:
· Правило Modus Ponens (МР) – правило отделения, известное со времен Аристотеля:

· Правило подстановки:


Если в процессе доказательства удается свести сложную клаузу к MP, считают, что доказательство состоялось. Такой способ доказательства называется аксиоматическим. Исторически первой была система аксиом, предложенная Г. Фреге:
Исторически первой аксиоматической системой классической логики была система, предложенная Г. Фреге, содержащая пять аксиом:
1. 
├ 
2. 
├ 
3. 
├ 
4. 
├
5. 

├ ├
Позднее Я. Лукасевич уменьшил число аксиом в системе Фреге до трех. Схемами аксиом являются следующие схемы формул:
 – утверждение посылки;
 
 – контрапозиция
Доказательства в PL. Аксиоматический метод
В логике PL утверждение, которое требуется доказать, оформляется в виде причинно-следственного отношения «если …, то …» и записывается в виде 

Выражения такого вида называются клаузами. Клауза – это метапредложение, в котором использовано отношение порядка, оформленное в виде символа , который имеет смысл импликации. Если вместо букв в клаузе использовать конкретные высказывания, то клауза наполняется конкретным содержанием – семантикой (легендой).
· Доказательство аксиоматическим методом состоит из следующих этапов:
· Назначается некоторое множество аксиом, исходя из формулировки поставленной задачи.
· Используется правило подстановки для образования новых формул.
· К имеющимся и вновь полученным правилам применяется правило МР до тех пор, пока не будет выведена секвенция, общезначимость которой требуется доказать.
Пример. 
Доказать общезначимость: 
1. Применим к аксиоме А1 правило подстановки

2. Применим к (1) аксиому А2:

3. Применив к (1) и (2) правило МР, получим новую тавтологию:

4. Применив к (3) аксиому А1 и правило МР, получим желаемый результат

Теорема корректности исчисления высказываний утверждает, что все перечисленные выше аксиомы являются тавтологиями, а с помощью правила modus ponens из истинных высказываний можно получить только истинные. Доказательство этой теоремы тривиально и сводится к непосредственной проверке. Куда более интересен тот факт, что все остальные тавтологии можно получить из аксиом с помощью правила вывода — это так называемая теорема полноты логики высказываний.
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Исчисление секвенций (ИС) – это формальная система, в которой в алфавит языка логики высказываний добавлен символ следования, обозначаемый ├, который читается «выводимо» или «доказуемо». Правила вывода ├  ( выводима из ) применяются непосредственно к формулам, а не к таблицам истинности, позволяя из истинности одних формул делать вывод об истинности других формул. Символы ,  в правиле вывода обозначают одну или несколько формул;  называется условием,  а   следствием. Если в условии или следствии формул несколько, то они записываются через запятую. Представляют интерес только такие правила вывода, с помощью которых на основании истинности всех формул, входящих в условие правила вывода, можно при любой интерпретации сделать заключение об истинности всех формул, входящих в следствие правила вывода. Обычно такие правила называют состоятельными. 
Понятие формулы в исчислении секвенций определяется, как было определено выше. 
Если , C  формулы, то выражения вида  называются секвенциями. Далее будем рассматривать секвенции вида:
·  , где k>0, – читается: «из   следует C»,
· ├ C, – читается: «C доказуема»,
·   читается: «система   противоречива».
Такие секвенции называются также хорновскими дизъюнктами.
Вывод в ИС  это конечная последовательность секвенций  такая, что для каждого i, , секвенция  есть либо аксиома, либо непосредственное следствие из предыдущих секвенций по правилам вывода.
Секвенция  называется выводимой в ИС, если существует вывод в ИС, оканчивающийся . Обозначается следующим образом:

Соответствующее этому выводу правило называется допустимым. Опишем механизм, порождающий все тавтологии. 
Для большей наглядности формулировок рассмотрим кроме формул также последовательности формул и секвенции вида Г, где Гпоследовательность формул, возможно пустая, Uформула. Высказывание входит в секвенцию, если оно входит в левую или правую часть секвенции. 
Истинность секвенции: секвенция истинна, если при любых логических значениях всех входящих в нее высказываний из истинности всех формул, входящих в левую часть секвенции, следует истинность формулы в правой части секвенции. Секвенция с пустой левой частью истинна, если правая часть тождественно истинна. Остальные секвенции назовем ложными. Истинность секвенции  равносильна тому, что формула  является тавтологией.
Самое сильное правило вывода имеет вид:  Эта секвенция называется схемой аксиом исчисления секвенций. Аксиомой называется выражение, получающееся из схемы аксиом подстановкой вместо атома U конкретной формулы. 
Пусть символы Г1, Г2, Г3, Г – означают конечные последовательности формул, возможно пустые, U, A, B, C –произвольные формулы. Основные правила вывода в исчислении секвенций: 
В исчислении секвенций используется единственная аксиома, представленная схемой аксиом, и множество правил вывода.
Схема аксиом: 
Правила вывода:
1. (Введение конъюнкции): 
1. (Уд. конъюнкции): ;
1. (Вв. дизъюнкции): 
1. (Уд. дизъюнкции): ;
1. (Вв. импликации): 
1. (Уд. импликации): 
1. (Вв. отрицания): 
1. (Уд. отрицания): 
1. (Сведение к противоречию): 
1. (Утончение): 
1. (Расширение): 
1. (Перестановка):  ;
1. (Сокращение): .
Существует два способа доказательства допустимости правила:
1. В соответствии с определением вывода в исчислении секвенций вывод может начинаться только с аксиом. К ним затем применяются правила вывода, в результате чего получаются новые истинные секвенции. Процесс построения вывода продолжается до тех пор, пока не будет получена заданная секвенция. Такой способ доказательства выводимости секвенций называется прямым выводом.
2. Существенно эффективнее применение обратного вывода, когда вывод строится в виде дерева вывода, в корень которого помещают доказываемую секвенцию. Доказательство строится сверху вниз. Построение дерева продолжается до тех пор, пока листьями в конце каждой ветви дерева будут только аксиомы. Для разделения вершин дерева текущая секвенция отделяется от порождающих ее секвенций горизонтальной линией, против которой указывается примененное на данном шаге правило вывода из числа приведенных выше или полученных дополнительно.
Аппарат исчисление секвенций может использоваться для создания компьютерных программ автоматического доказательства теорем, учитывая, что каждая новая секвенция, полученная в результате вывода, является теоремой. 
При использовании прямого вывода для автоматизированного доказательства теорем исчисления высказываний требуется выполнения большого числа переборов, включая выбор подходящих аксиом, и подходящих правил вывода на каждом последующем шаге. При построении доказательства «вручную» в выборе последовательности правил вывода участвует интуиция, которая отсутствует у программы. 
В случае прямого вывода к множеству начинающих вывод аксиом может применяться большое число разных правил, и большая часть последовательных шагов алгоритма не приводит к желаемому результату. 
В случае обратного вывода поиск нужных правил вывода на каждом шаге алгоритма ограничен структурой порожденных ими секвенций. Поэтому число переборов правил при решении меньше, чем в предыдущем случае.
Рассмотрим пример применения прямого и обратного вывода к доказательству допустимости (истинности) секвенции. Пусть требуется доказать, что секвенция

допустима.
Прямой вывод:
1.     – аксиома;
2.   – аксиома;
3. ; – из (1), (2) и правила 6;
4.   – аксиома;
5.  – аксиома;
6.  – из (4), (5) и правила 6;
7.  – из (3), (4) и правила 12;
При целенаправленном выборе аксиом и правил вывода для решения задачи потребовалось семь шагов.
Обратный вывод:
Для реализации компьютерных программ, выполняющих доказательства теорем в исчислении секвенций, более предпочтительным является обратное доказательство, которое состоит в последовательном подборе аксиом и правил вывода, следствием которых является рассматриваемая секвенция. В этом случае подбор правил вывода является целенаправленным и может быть выполнен меньшим числом переборов. Обратный вывод состоит в построении дерева формул. 
Дерево формул есть по определению двумерная фигура, составленная из формул языка по следующим индуктивным правилам:
· каждая формула А является сама по себе деревом формул, нижней формулой этого дерева считается по определению сама формула А.
· если D1 и D2 суть деревья с нижними формулами вида А и АВ соответственно, то фигура 

есть дерево формул. Мы говорим, что формула В получена в этом дереве из А и АВ по правилу MP.
Последовательность вхождений формул в дерево, начинающаяся с нижней формулы дерева и продолжающаяся без пропусков до одной из самых верхних формул дерева называется ветвью дерева формул. Количество формул в самой длинной ветви дерева называется высотой дерева формул. Верхние формулы дерева формул, не имеющие вида аксиом исчисления секвенций, называются гипотезами, или открытыми посылками дерева формул. 
Применим к рассмотренной секвенции правило обратного вывода:

Во втором случае для доказательства потребовалось три шага (три правила).
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В математической логике и автоматическом доказательстве теорем правило резолюций восходит к методу доказательства теорем через поиск противоречий. Правило резолюций применяется последовательно для списка резольвент и позволяет ответить на вопрос, существует ли в исходном множестве логических выражений противоречие. Правило разработано Джоном Аланом Робинсоном в 1965.
Алгоритмы доказательства выводимости: , построенные на основании этого метода, применяются в системах искусственного интеллекта, а также являются фундаментом, на котором построен язык логического программирования ПРОЛОГ.
Пусть  – два предложения  в исчислении высказываний, и пусть , где Р – пропозициональная переменная, а  и  – любые предложения  (в частности, возможно, пустые или состоящие из одного литерала).
Правило вывода

называется правилом резолюции. 
Предложения  называются резольвируемыми (родительскими), предложение  – резольвентой, а атомные формулы  и  – контрарными литералами. В правиле резолюции из двух исходных выражений получается новое выражение, содержащее все литералы двух исходных предложений, за исключением двух взаимно обратных литералов.
Доказательство теорем сводится к доказательство того, что некоторая формула G (гипотеза теоремы) является логическим следствием множества формул  (допущений).Сама теорема может быть сформулирована следующим образом: «Если  истинны, то истинна также формула G. 
Для доказательства вначале составляется множество формул . Затем каждая из этих формул приводится к КНФ. Каждой кратной дизъюнкции в КНФ сопоставляется множество, содержащее все входящие в нее атомы с теми значениями истинности, которые они имеют в дизъюнкте. Такие множества также называются дизъюнктами. Также в КНФ  знаки конъюнкции заменяются запятыми. Результатом является множество дизъюнктов S, представленное в теоретико-множественной форме.
Формула G является логическим следствием множества дизъюнктов S, если из нее выводим пустой дизъюнкт, который обозначается символом  (из библиотеки “symbol”). Если из S нельзя вывести пустой дизъюнкт , то G не является логическим следствием формул . Такой метод доказательства теорем называется методом резолюций.
Пример:
Пусть имеются следующие утверждения (исходное знание):
1. Яблоко красное и ароматное.
2. Если яблоко красное, то яблоко вкусное.
Выделим здесь три атома:
R – яблоко красное (red)
A – яблоко ароматное (aroma)
D – яблоко вкусное (delicious).
Теперь исходные утверждения можно представить в виде формул:
F1: R & A,
F2:.
Формулировка задачи имеет вид:

В теоретико-множественном представлении это можно записать как

Построение доказательства рекомендуется начинать с последнего дизъюнкта – цели. В нашем случае он резольвирует с третьим дизъюнктом, порождая новый дизъюнкт . Этот новый дизъюнкт резольвирует с первым дизъюнктом , порождая пустой дизъюнкт.
Получение пустого дизъюнкта означает, что множество S противоречивое, и оно стало таким в результате введения отрицания цели. Следовательно сложное исходное высказывание доказано. 
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Доказательства корректности и полноты методов, применяемых в логике высказываний, содержатся в [1, 2, 3, 4, 5,].
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Теорема корректности. Если высказывание  доказуемо по Бету, то оно логически истинно. Формальная запись:
├В   ╞ .
Согласно определению, высказывание  доказуемо по Бету, если семантическая таблица с помеченной формулой f в корне является противоречивой, т.е. противоречивы все ее ветви. Если высказывание  не является логически истинным, то найдется интерпретация (множество логических значений атомов), для которой в семантической таблице обнаружится непротиворечивая ветвь . Однако в этом случае  не доказуемо по Бету.
Теорема полноты. Если высказывание   логически истинно, то оно доказуемо по Бету. Формальная запись:
╞ ├ В .
Значок ╞ означает общезначимость, т.е. ╞ означает, формула  истинна во всех возможных интерпретациях. Если высказывание  логически истинно, то для любой интерпретации I верно: I()=t. 
Пусть высказывание  общезначимо. Построим для него семантическую таблицу с корнем f(). Если высказывание  не выводимо по Бету, то в таблице окажется хотя бы одна противоречивая ветвь. Это означает, что в некоторой интерпретации высказывание  ложно, что противоречит общезначимости .
Следовательно, доказательство по Бету для  обязано существовать. 
Построение семантической таблицы для формулы   гарантирует, получение для формулы   либо доказательства, либо опровержения.
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Сформулируем теоремы корректности, полноты и компактности аксиоматических методов.
Множество дизъюнктов S противоречиво тогда и только тогда, когда существует опровержение в S.
Теорема корректности и полноты. Высказывание   выводимо из множества высказываний S тогда и только тогда, когда - логическое следствие S. Формальная запись:  
S├  S╞ .
Теорема компактности. Множество высказываний S выполнимо тогда и только тогда, когда выполнимо каждое его конечное подмножество.
[bookmark: _Toc107671676][bookmark: _Toc103091469][bookmark: _Toc98499264][bookmark: _Toc81826894][bookmark: _Toc59434665][bookmark: _Toc58664659][bookmark: _Toc58252721][bookmark: _Toc57562960][bookmark: _Toc52614304][bookmark: _Toc402090775]Разрешимость и полнота исчисления высказываний
Теорема о полноте исчисления высказываний. Каждая тождественно истинная формула выводима в исчислении высказываний.
Теорема об истинности доказуемых секвенций. Все доказуемые секвенции истинны.
Для каждой формулы ИС существует процедура, позволяющая определить, является ли данная формула теоремой или нет. Достаточно построить вывод, основанный на схеме аксиом и правилах вывода.
Разрешимость ИС означает существование решения (вывод) для каждой формулы.
Непротиворечивость ИС означает, что не могут быть одновременно выводимы формула и ее отрицание.
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Корректность метода резолюций доказывается тем, что множество дизъюнктов S невыполнимо тогда и только тогда, когда существует резолютивный вывод пустого дизъюнкта из S, так как пустой дизъюнкт не может быть истинным ни при какой интерпретации.
Пусть из S существует резолютивный вывод пустого дизъюнкта. Докажем, что S невыполнимо. Поскольку резольвента R есть логическое следствие порождающих ее дизъюнктов Di и Dk, то конъюнктивное присоединение резольвенты R к конъюнкции дизъюнктов Di и Dk не меняет ее логическое значение. Если в множестве резольвент S имеется пустая резольвента (дизъюнкт ранга 0), то множество S невыполнимо, поскольку соответствующая множеству R(S) КНФ содержит ложный логический сомножитель (дизъюнкция ранга 0 ложна по определению).
Полнота метода резолюций состоит в том, что он гарантирует получение пустой резольвенты, если множество дизъюнктов S невыполнимо. Если же пустая резольвента не найдена, то множество S не является невыполнимым. 
Теорема. Множество дизъюнктов S противоречиво тогда и только тогда, когда существует опровержение S.
Корректность метода резолюций очевидна, так как пустой дизъюнкт не может быть истинным ни при какой оценке. 
Правило резолюций имеет свойство полноты в том смысле, что позволяет вывести из множества дизъюнктов пустой дизъюнкт, если исходное множество дизъюнктов S противоречивое.
Отношение выводимости компактное вследствие конечности вывода.

[bookmark: _Toc402090777]Литература
· Чень Ч., Ли Р. Глава 5. Метод резолюций // Математическая логика и автоматическое доказательство теорем = Chin-Liang Chang; Richard Char-Tung Lee (1973). Symbolic Logic and Mechanical Theorem Proving. Academic Press. — М.: «Наука», 1983. — С. 358.
· Нильсон Н. Дж. Принципы искусственного интеллекта. — М., 1985.
· Мендельсон Э. Введение в математическую логику. — М., 1984.
· Рассел С., Норвиг П. Искусственный интеллект: современный подход = Artificial Intelligence: a Modern Approach. — М.: Вильямс, 2006.

oleObject1.bin

image2.emf

oleObject2.bin

image3.png
p.qg, .8, t,p,q1,71, 51,01





image4.png




image5.png




image6.png




image7.png




image8.png




image9.png




image10.png




image11.png




image12.png




image13.png




image14.png




image15.png




image16.png




image17.png




image18.png




image19.png




image20.png




image21.png




image22.png




image23.png
N B A AC




image24.png




image25.png
pVaq) < (—pA-g)




image26.png
pAg) < (—pV-g)




image27.png




image28.png
pVI(pAg) < p




image29.png
pA(pVg)<p




image30.png




image31.png




image32.png
A—(B— A)




image33.png
)))




image34.png




image35.png




image36.png




image37.png




image38.png




image39.png




image40.png
-A — (A — B)




image41.png




image42.png




image43.wmf
n

n

x

x

x

q

q

q

n

x

x

x

...

...

2

1

2

1

2

1

)

,...,

,

(

j

j


oleObject3.bin

image44.wmf
)),

(

(

A

B

A

®

®


oleObject4.bin

image45.wmf
))),

(

)

((

))

(

((

C

A

B

A

C

B

A

®

®

®

®

®

®


oleObject5.bin

image46.wmf
))),

(

(

))

(

((

C

A

B

C

B

A

®

®

®

®

®


oleObject6.bin

image47.wmf
)),

(

)

((

A

B

B

A

®

®

®


oleObject7.bin

image48.wmf
),

(

A

A

®


oleObject8.bin

image49.wmf
).

(

A

A

®


oleObject9.bin

image1.emf

