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Теория алгоритмов представляет собой теоретические основы всей прикладной математики, особенно ее компьютерной части, так как она дает ответ на вопросы: что значит вычислить, какими возможностями для этого мы располагаем, всегда ли возможно решить задачу, что такое задача, что такое процесс ее решения.
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Рассмотрим понятие решения задачи. С решением задачи с помощью компьютера связаны два термина: программа и алгоритм, довольно близкие по смыслу. 
Программа – это информация конечного объема, которая, будучи введенной в компьютер, приведет к решению им задачи за конечное время. Компьютер воспринимает эту информацию, если она представлена (закодирована) на машинном языке  или если в компьютере есть другая программа (транслятор или интерпретатор), преобразующая информацию в машинный код. Для компьютеров традиционной архитектуры программа представляется последовательностью команд или строкой текста на языке программирования высокого уровня.
Если есть программа и математическая модель реального компьютера, то можно произвести полный анализ характеристик вычислительного процесса: времени работы программы для различных входных данных, требуемый объем памяти, доказать, что программа действительно решает поставленную задачу, а не некоторую другую (правильность программы), исследовать другие проблемы. 
Алгоритм является математической абстракцией программы. Слово «алгоритм» происходит из Средней Азии. В VII-VI вв. до н.э. в низовьях Амударьи возникло государство Хорезм, просуществовавшее до 712 г. н.э. В этот год его завоевали арабы, позже оно вошло в состав Монгольской империи. В математике Хорезм известен тем, что там жил Абу-Джафар Мухаммед ибн Мусса (787 ок. 850 г.), написавший трактат «Книга о восстановлении и противопоставлении». Его книги были переведены на латинский язык и оказали большое влияние  на развитие математики в Западной Европе. С его именем связывают появление слов: алгоритм и алгебра. 
Как и все математические теории (геометрия, арифметика, математическая логика и др.), имеющие приложения, теория алгоритмов кроме точного (формального) определения основного объекта – алгоритма – включает неформальное его определение, апеллирующее к интуиции, практическому опыту и примерам из других областей математики. 
Алгоритм – точное предписание, которое задает вычислительный процесс (называемый в этом случае алгоритмическим), начинающийся с произвольного элемента из некоторой совокупности возможных для этого алгоритма исходных данных и направленный на получение полностью определяемого исходными данными результата [10].
Профессор Стэндфордского университета Д. Кнут  в книге «Искусство программирования» [11] утверждает, что современное значение слова алгоритм ассоциируется со словами «рецепт», «способ», «процедура», «программа», но имеет свой дополнительный смысловой оттенок. Это уточнение смысла может быть сформулировано как перечень некоторых свойств, которыми должен обладать любой алгоритм. Существует общее понимание того, что является алгоритмом, а что не является.  
Прежде всего, алгоритм – это предписание. Предписание должно быть задано (закодировано) в некоторой форме. Это может быть текст – строка символов в заданном алфавите, таблица, диаграмма, упорядоченный набор пиктограмм, и т.д. Наиболее важные свойства алгоритма.
1. Дискретность.
2. Элементарность шагов.
3. Детерминированность.
4. Конечность (финитность).
5. Массовость.
Иногда считают, что алгоритм может закончиться без получения результата (безрезультатная остановка) или даже не заканчиваться вовсе при некоторых исходных данных (неприменимость к этим исходным данным).
Алгоритм является предписанием, наличие которого предполагает, что результат будет получен неким исполнителем, действующим по этому предписанию. Исполнитель (компьютер или программист, вручную отлаживающий программу), получает предписание и исходные данные. После этого он начинает действовать как автомат, т.е. выполнять в дискретном времени шаги, описанные в алгоритме. Если есть текст предписания, необходимо вначале убедиться, что это предписание является алгоритмом, т.е. необходимо проверить, выполняются ли перечисленные выше свойства.
С алгоритмами, т.е. с эффективными процедурами, однозначно приводящими к результату, математика имела дело всегда. Школьные методы умножения столбиком и деления углом, метод исключения неизвестных при решении системы линейных уравнений, правила дифференцирования сложной функциивсе это алгоритмы. Однако пока основными задачами математики были вычисления, потребность в исследовании понятия алгоритма не возникала. Во второй половине ХIХ века возникновение математики нечисловых объектов  неэвклидовых геометрий, абстрактных алгебраических теорий типа теории групп  стимулировали появление новых областей математики: основания математики или метаматематики. Главным математическим приложением теории алгоритмов явилось доказательство невозможности алгоритмического, т.е. точного и однозначного, решения некоторых математических проблем. 
С точки зрения современной практики алгоритмэто программа, а критерием алгоритмичности процесса является возможность его запрограммировать. Понятие алгоритма стало популярным в связи с использованием вычислительных машин в научных исследованиях и в инженерной практике. При программировании для ЭВМ элементарными являются операции, которые может выполнить машина (для решения которых имеются стандартные подпрограммы).
Понимание, что такое алгоритм, важно и при разработке конкретных алгоритмов, особенно когда имеется в виду их последующее программирование. Однако еще важнее оно для систематизации и классификации существующих и вновь создаваемых алгоритмов. Необходимо уметь сравнивать разные алгоритмы решения одних и тех же задач, причем не только по качеству решения, но и по характеристикам самих алгоритмов: числу действий, расходу памяти и т.д. Такое сравнение невозможно без введения точного языка для обсуждения всех этих вопросов. Т.е. сами алгоритмы должны стать такими же объектами точного исследования, как и физические объекты, для работы с которыми они предназначаются.
В общем случае под алгоритмом понимается способ решения некоторого класса задач, представляющий последовательность операций (одну и ту же для всех задач данного типа), которые по тем или иным причинам считаются элементарными (например, имеется устройство для их решения). С появлением первых ЭВМ интерес математиков и логиков начал смещаться от вопросов существования алгоритмов для решения задач к изучению их эффективности, т.е. практической пригодности. 
Например, имеются универсальные алгоритмы, позволяющие проверять истинность любого утверждения о вещественных числах, которое можно записать в стандартном языке логики предикатов первого порядка.
Исследованию различных вопросов, связанных с алгоритмами, и в первую очередь получению строгого определения понятия алгоритма, посвящен раздел математической логики, называемый теорией алгоритмов. Важнейшее место в ней занимают доказательства отсутствия алгоритмов для решения различных задач.
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1. Алгоритм применяется к исходным данным и выдает результаты. Это означает, что алгоритм имеет входы и выходы. Кроме того, в ходе работы алгоритма появляются промежуточные результаты, которые используются в дальнейшем. Таким образом, каждый алгоритм имеет дело с данными: входными, выходными и промежуточными.
Чтобы уточнить понятие алгоритма, необходимо уточнить и понятие данных, т.е. указать, каким требованиям должны удовлетворять объекты, чтобы алгоритмы могли с ними работать как с данными. Эти объекты должны быть четко определены и отличимы как друг от друга, так и от не объектов. К алгоритмическим объектам относятся числа, векторы, матрицы, формулы. Изображение, например, рисунок, является менее естественным алгоритмическим объектом. Дело даже не в том, что в рисунке больше несущественных деталей, чем, например, в матрице смежности, а в том, что последняя легко разбивается на элементы всего двух видов (0 и 1) и такой вид данных является универсальным. Наконец, с такими объектами как «хорошая книга» или «осмысленное утверждение», с которыми легко справляется человек, алгоритм работать не сможет, пока они не будут описаны как данные с помощью других, более подходящих объектов.
Вместо общего словесного определения четкой определенности объекта в теории алгоритмов фиксируют конкретные конечные наборы исходных объектов, называемых элементарными, и конечный набор средств построения других объектов из элементарных. Набор элементарных объектов образует конечный алфавит исходных символов, из которых строятся другие объекты с использованием индуктивного правила. Например, индуктивное определение идентификатораэто либо буква, либо идентификатор, к которому приписана справа буква или цифра. Слова конечной длины в конечных алфавитахнаиболее типичный вид алгоритмических данных. Число символов в слове (длина слова)  естественная единица измерения объема обрабатываемой информации.
Более сложный случай алгоритмических объектовформулы. Они также определяются индуктивно и также являются словами в конечном алфавите, однако не каждое слово в алфавите является формулой. Для проверки соответствия таких объектов нужным требованиям применяется синтаксический анализ.
2. Данные для своего размещения требуют памяти. Память обычно считается однородной и дискретной, т.е. состоит из одинаковых ячеек, каждая из которых может содержать один символ алфавита данных. Таким образом, единицы измерения объема данных и памяти согласованы. При этом память может быть бесконечной.
3. Алгоритм состоит из отдельных элементарных шагов, множество которых конечно. 
Типичный пример множества элементарных шагов  система команд ЭВМ. Обычно элементарный шаг подразумевает обработку конечного фиксированного числа символов. Однако это требование не всегда выполняется. Например, ЭВМ может работать с полями переменной длины.
4. Последовательность шагов алгоритма детерминирована, т.е. после каждого шага либо указывается, какой шаг следует дальше, либо дается команда останова, после чего работа алгоритма считается законченной.
5. Естественно предъявить алгоритму требование результативности, т.е. остановки после конечного числа шагов с указанием того, что считать результатом.
Следует различать:
описание алгоритма (инструкцию или программу);
механизм реализации алгоритма, например ЭВМ, включающий средства пуска, останова, реализации элементарных шагов, выдачи результатов и обеспечения детерминированности, т.е. управления ходом вычислений;
процесс реализации алгоритма, т.е. последовательность шагов, которая будет порождена при применении алгоритма к конкретным данным. Предполагается, что описание алгоритма и механизм его реализации конечны (память может быть бесконечной, но она не включается в механизм). Требования конечности  процесса реализации совпадают с требованиями результативности.
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Понятия, использованные в сформулированных выше требованиях к алгоритму, такие, как ясность, элементарность, четкость, сами нуждаются в уточнении. Очевидно, что их словесные определения будут содержать новые понятия, которые снова потребуют уточнения и т.д. Поэтому в теории алгоритмов применяется другой подход: выбирается конечный набор исходных объектов, которые объявляются элементарными, и конечный набор способов построения из них  новых объектов. 
Уточнением понятия «данные» в дальнейшем будем считать множество слов в конечных алфавитах.
Для уточнения детерминизма используются либо граф-схемы алгоритмов и соответствующие им словесные описания, либо описание механизма реализации алгоритма. Для этого надо зафиксировать набор элементарных шагов.
Необходимо определить механизм организации памяти. 
Результатом этих действий является алгоритмическая модель.
Алгоритмическая модель является формализацией понятия «алгоритм», т.е. она должна быть универсальной и допускать описание любых алгоритмов.
Известные стандартизации понятия алгоритма включают:
Язык задания алгоритмов, имеющий формальный синтаксис. Синтаксически правильно построенные конструкции этого языка называются правильно построенными предложениями.
Механизм интерпретации программ, включающий описание модели хранения и преобразования информации, типов элементарных шагов, критериев остановки и т.д.
Можно выделить три основных типа универсальных алгоритмических моделей, различающихся исходными эвристическими соображениями:
Понятие алгоритма связывается с наиболее традиционными понятиями математикивычислениями и числовыми функциями. Наиболее развитая и изученная модель этого типарекурсивные функции  является исторически первой формализацией понятия алгоритма.
С точки зрения инженерной практики наиболее подходящей для исследования алгоритмичности задачи является модель, называемая машиной Тьюринга, созданная в 30-х годах XX века [5]. Тьюринг предложил гипотетическое автоматическое устройство, которое сейчас называется машиной Тьюринга, и определил алгоритм как программу этой машины. Алгоритм интерпретируется как некоторое детерминированное устройство, способное выполнять в каждый отдельный момент лишь весьма примитивные операции. Такое представление не оставляет сомнений в однозначности алгоритма и элементарности его шагов. Кроме того, эвристика этой модели близка к ЭВМ и, следовательно, к инженерной интуиции. 
Алан Тьюринг сформулировал тезис, связывающий понятие алгоритма и машины: «Для всякого (неформального) алгоритма может быть построен Тьюрингов алгоритм (программа машины Тьюринга (МТ)), дающий при одинаковых исходных данных тот же результат» [5].
Это недоказуемое математическими методами утверждение играет важную роль при проектировании программного обеспечения, особенно на начальных этапах проектирования. Первоначальная задача является зачастую словесной (неформальной). Если ее решение удается описать в виде конечной последовательности шагов, каждый из которых достаточно прост, то в соответствии с тезисом Тьюринга это означает, что может быть написана программа на каком-нибудь алгоритмическом языке, решающая данную задачу. 
Теория алгорифмов Марковаалгоритмическая модель, использующая преобразования слов в произвольных алфавитах, в которых элементарные операцииэто подстановки цепочек символов, т.е. замены части слова (подслова) другим словом.  Такие алгоритмы называются вербальными алгорифмами. Вербальный алгорифм – это неформальное понятие. Процесс работы такого алгорифма в алфавите А состоит в последовательном порождении слов в алфавите А согласно предписанию. Работа начинается с некоторого исходного слова (входные данные) и заканчивается порождением слова-результата. Если для слова Р процесс заканчивается некоторым результатом Q, то говорят, что алгорифм  применим к слову Р. Запись : PQ позволяет дать точное определение нормального алгорифма.
Удивительным научным результатом является доказательство эквивалентности всех формальных определений алгоритма. Эквивалентность двух абстрактных моделей алгоритма состоит в том, что любой класс проблем, который может быть решен с помощью моделей одного типа, можно решить и на моделях другого типа. В связи с этим в информатике получило признание следующее утверждение: «Любое разумное определение алгоритма, которое может быть предложено в будущем, окажется эквивалентным уже известным определениям». Исторически Алонзо Черч первый предложил отождествить интуитивное понятие алгоритма с одним из эквивалентных между собой точных определений. Алан Тьюринг независимо высказал предположение, что любой алгоритм может быть представлен машиной Тьюринга. Это предложение известно как тезис ЧерчаТьюринга. Тезис ЧерчаТьюринга отражает уверенность в том, что разработанные формальные модели алгоритма достаточно полно представляют его интуитивное понимание.
[bookmark: _Toc493406159][bookmark: _Toc81826919][bookmark: _Toc98499303][bookmark: _Toc103091496][bookmark: _Toc107671702]2.2. Машина Тьюринга
В 1936 году Алан Тьюринг опубликовал в трудах Лондонского математического общества статью "О вычислимых числах в приложении к проблеме разрешения", которая наравне с работами Поста и Черча лежит в основе современной теории алгоритмов. 
Предыстория создания этой работы связана с формулировкой Давидом Гильбертом на Международном математическом конгрессе в Париже в 1900 году неразрешенных математических проблем. Одной из них была задача доказательства непротиворечивости системы аксиом обычной арифметики, которую Гильберт в дальнейшем уточнил как "проблему разрешимости" - нахождение общего метода, для определения выполнимости данного высказывания на языке формальной логики. 
Статья Тьюринга давала ответ на эту проблему. Но значение статьи Тьюринга выходило далеко за рамки той задачи, по поводу которой она была написана. 
Основные определения. 
Алгоритмическая модель, известная как машина Тьюринга, содержит следующие составные части.
1.	Управляющее устройство, которое может находиться в одном из множества состояний, образующих конечное множество Q.
2.	Ленту, разбитую на ячейки, в каждую из которых может быть записан один из символов конечного алфавита А. Лента реализует память алгоритмической модели.
3.	Устройство обращения к ленте, т.е. записывающую-считывающую головку, которая в каждый момент времени обозревает одну ячейку ленты, и в зависимости от символа, находящегося в этой ячейке, и состояния управляющего устройства записывает в ячейку символ, возможно, совпадающий с прежним или пустой (т.е. стирает символ при считывании), сдвигается на ячейку вправо или влево или остается на месте. При этом управляющее устройство переходит в новое состояние (или остается в старом). 
В множестве состояний управляющего устройства выделяются начальное состояние q1 и заключительное состояние q0, попав в которое машина останавливается.
Лента разбита на ячейки. Во всякой ячейке в каждый дискретный момент времени находится один символ алфавита А={a0,a1,a2,...,an}, n  1. В множестве символов алфавита выделяют пустой символ. Любая ячейка, содержащая пустой символ, называется пустой ячейкой. В качестве пустого символа обычно используется . В некоторых случаях различают входной и выходной алфавит. Говорят, что рабочий алфавит Араб есть объединение Араб=АinAout{, где Аin  входной алфавит, Aout  выходной алфавит.
Лента предполагается потенциально неограниченной в обе стороны. Это следует понимать так, что в любой момент лента может быть продолжена в любую сторону, хотя в каждый данный момент она конечна.
Управляющее устройство в каждый момент  находится в некотором состоянии   qj   Q, Q={q0 ,q1,q2,...,qr-1}. Множество Q называется внутренним алфавитом или множеством внутренних состояний. Иногда в Q выделяются подмножества Q1 и Q0 начальных и заключительных состояний соответственно. Предположим, что r>1, и в множестве состояний имеется одно начальное состояние q1 и одно заключительное состояние q0.
Считывающая (записывающая) головка перемещается вдоль ленты так, что в каждый момент она обозревает одну ячейку ленты. Головка считывает символ, находящийся в ячейке, и записывает в эту ячейку новый символ из внешнего алфавита, возможно совпадающий с тем, который обозревался в начале. В процессе работы управляющее устройство в зависимости от состояния, в котором оно находится, и символа, обозреваемого головкой, изменяет свое внутреннее состояние (может остаться в прежнем состоянии), выдает головке сообщение об очередном символе, печатаемом на ленте, и приказывает головке либо остаться на месте, либо сдвинуться вправо или влево на одну ячейку. 
Работа управляющего устройства описывается тремя функциями:
	G: Q A    Q ,
F: Q  A   A,
D: Q  A  {R,L,S}.



Функция G называется функцией переходов, Fфункцией выходов, Dфункцией движения записывающей (считывающей головки). Функционирование алгоритмической модели можно задать списком пятерок вида: 
(qi,aj, G(qi,aj ),F(qi,aj),D(qi,aj)).							(2.1)
или короче (qiajqijaijdij). Эти пятерки называются командами. 
В общем случае функции G, F, и D являются частичными, т.е. не для всякой пары вида (qi,aj) определена соответствующая пятерка вида (2.1). Список всех пятерок, определяющих работу машины Тьюринга, называется программой машины Тьюринга. Программу часто задают в виде таблицы, Табл. 13.  
Если в программе для пары (qi,aj ) пятерка вида (2.1) отсутствует, то в таблице на пересечении строки и столбца ставится прочерк.

Таблица 1Табличное задание программы машины Тьюринга
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	q0
	qi
	qr-1
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Работу машины Тьюринга удобно описывать на языке конфигураций. Пусть в некоторый момент самая левая непустая ячейка c1 содержит символ аi1, а самая правая непустая ячейка cs, s2, содержит символ ais (между ячейками c1 и cs находятся v ячеек). В этом случае говорят, что на ленте записано слово Р= (ai1,ai2,...,ais), где aip  символ, содержащийся в этот момент в ячейке cp, 1 p  s. При s=1, т.е. когда на ленте записан один непустой символ, Р=a. Пусть в этот момент управляющее устройство находится в состоянии qi и головка обозревает пустую ячейку, расположенную слева или справа от слова Р, и между этой ячейкой и первой (соответственно последней) ячейкой слова Р расположено v пустых ячеек. Конфигурацией машины в этот момент является слово


Здесь   пустой символ алфавита А.
Если в  некоторый момент лента пуста, то конфигурацией машины будет слово qi  . 
Если в программе машины нет пятерки вида (2.1) для пары (qi,aj) или новое состояние является заключительным, то машина прекращает работу, а соответствующая конфигурация называется заключительной. Конфигурация, соответствующая началу работы машины, называется начальной.
Зоной работы машины Т на слове Р называется множество всех ячеек, которые за время работы машины хотя бы один раз обозреваются головкой.
Пусть машина начинает работать в некоторый  начальный момент времени. Слово, записанное на ленте в этот момент, называется исходным или начальным. Чтобы машина действительно начала работать, необходимо поместить записывающую (считывающую) головку против какой-либо ячейки на ленте и указать, в каком состоянии машина Т находится в начальный момент.
Если Р1  исходное слово, то машина Т, начав работу на слове Р1 , либо остановится через определенное число шагов, либо никогда не остановится. В первом случае говорят, что машина Т применима к слову Р1 и результатом работы машины над словом Р1 является слово Р, соответствующее заключительной конфигурации, что обозначается как Р=Т(Р1). Во втором случае говорят, что машина Т не применима к слову Р1. Если какой-либо символ а алфавита встречается в слове Р подряд к раз, то этот фрагмент слова будем записывать как аК.
Если в некоторый момент времени конфигурация машины была К, а в следующий момент К1, то конфигурация К1 называется непосредственно выводимой из конфигурации К, что обозначается  как К├К1. Если К1  начальная конфигурация, то последовательность К1 ├ К2├ …├ Кm, где любые две рядом расположенные конфигурации связаны отношением непосредственной выводимости при 1im-1 , называется тьюринговым вычислением. При этом говорят,  что конфигурация Кm выводима из конфигурации К1 и пишут К1╟ Кm. Если Кm  заключительная конфигурация, то Кm заключительно выводима из К1. Это записывают: К1 ╞ Кm.
Пример. Выяснить, применима ли машина Т, заданная программой П, к слову Р. Если применима, то найти результат применения и заключительную конфигурацию. Принять, что пустой символ обозначается 0, q1  начальное состояние, q0  заключительное состояние.
	
П: 
	


  обрабатываемое слово.



Последовательность конфигураций, проходимых машиной Т в процессе работы над словом Р, имеет вид:
q1130212 ├ 1q1120212 ├ 12q110212 ├ 13q10212 ├ 130q2012 ├ 1302q312 ├ 
13021q21 ├1302q112 ├13021q11 ├ 130212q10 ├ 1302120q20 ├ 
13021202q30 ├ 13021202q00.
Машина Т применима к данному слову Р, и результат работы машины Т над словом имеет вид: Т(130212)=130212.
Примеры 
1. Разработать программу для перевода числа, записанного в унарной системе счисления, в двоичную систему счисления. Машина начинает работу над унарным словом, записанным на ленте, в состоянии q1, а записывающаясчитывающая головка обозревает крайний левый символ унарного слова. По окончании работы программы машина должна находиться в состоянии q0,,а записывающаясчитывающая головка обозревать крайний левый символ двоичного слова, записанного на ленте. 
Число К в унарной системе счисления обозначается словом Q=(//…/), где символ «/» повторяется К раз.
В этой задаче Авх=/, Авых = 0,1,   пустой символ. Построим программу П, решающую данную задачу. Рабочий алфавит машины Т  A=/,. Работу программы организуем циклически. Пусть к началу k-го цикла на ленте выписано слово , где Р  двоичная запись уже считанной части числа К,   остаток унарного слова, /(), т.е. последовательность (n-k) унарных символов. После выхода из этого цикла на ленте должно быть написано слово , где Р  -двоичная запись числа К+1,  остаток унарного слова, равный /(-1) . В течение k-го цикла из  удаляется один унарный символ /, а к двоичной записи Р прибавляется 1 в двоичной системе счисления. При этом записывающая (считывающая) головка проходит слово  (непустое) слева направо, используя команды
 1   ,  1 1  ,  1 /1 / ,  1 2   .
Последняя  команда «нащупала» конец слова и вернула головку на последнюю букву в состоянии . Далее головка стирает эту букву, если это /, и запоминает необходимость прибавления 1 к двоичному числу Р при помощи команды / .
Затем головка возвращается влево до начала двоичного слова Р, используя команду // и осуществляет двоичное прибавление 1 к слову Р в соответствии с правилами двоичного сложения. Это работа выполняется подпрограммой
  4 ;  4 0 4 0    1         .
После завершения работы по приведенному фрагменту программы сложение окончено, и записывающая-считывающая головка расположена над первой буквой слова Р. Осталось описать выход из цикла, когда все унарные символы стерты. В этом случае работают команды: 0      .
Заметим, что в приведенном списке отсутствуют команды, которые не могут понадобиться в процессе работы. Их вид безразличен и может быть задан произвольно. Полностью программа машины Тьюринга: выполняющая перевод чисел из унарной системы счисления в двоичную систему счисления, представлена в табл. 14.
Таблица 2 Программа машины Тьюринга, выполняющей перевод числа из унарной системы счисления в двоичную систему счисления
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	q1
	q2
	q3
	q4

	/
	q1 / R
	q3 L
	q3 / L
	-

	1
	q1 1 R
	q 01 S
	q 30 L
	q4 1 L

	0
	q1 0 R
	q0 0 S
	q4 1 L
	q4 0 L

	
	q 2  L
	-
	q1 1 S
	q 1 R



В качестве примера работы программы рассмотрим работу машины над словом P=(/////), содержащим пять унарных символов:
q 1///// ├ ///// q1  ├ //// q 2 / ├ /// q 3 /  ├ q 3 //// ├ q11//// ├ 1 /// q2 / ├ 
1// q3 /  ├ q3 1 /// ├ ├ q3/// ├ q110 /// ├ 10 // q2 /  ├ 10 / q3 /  ├ 1q 3 0// ├ q411 // ├ q4// ├  q 1// ├ ├ 11 q2 / ├ 1 q3 /  ├ 1q3 1 / ├ q310 / ├ 
q3  00/ ├ q1 / ├ 100q2 / ├ 10q30 ├ 1401 ├ q4 101 ├ q4 101 ├   q1101├ 10q21├ 10q0 1.
Результат применения машины Тьюринга, заданной предложенной программой, к записанному на ленте слову, состоящему из пяти унарных символов, равен 1012=510. В формальной записи  Т(/////)= 101.
2. Разработать программу машины Тьюринга, выполняющей сложение двух унарных чисел.

Рассмотрим алфавит  Построим машину Тьюринга, удовлетворяющую следующему условию:


Пусть, например, m=5, n=3. Слово, записанное на ленте в начале работы машины, будет иметь вид
Λ/////+///Λ.
Записывающаясчитывающая головка установлена над крайним левым символом слова, записанного на ленте, Управляющее устройство находится в начальном состоянии q1. В конце работы машины над словом на ленте должно быть записано восемь унарных символов, управляющее устройство должно находиться в заключительном состоянии q0, записывающаясчитывающая головка должна обозревать крайний левый символ слова на ленте.
Программа, реализующая выполнение этих действий, может включать следующие шаги. Машина начинает работу в начальном состоянии q1, подтверждает унарный символ /, содержащийся в обозреваемой ячейке, и, оставаясь в состоянии q1, перемещается на одну ячейку вправо. При этом выполняется команда q1/q1/R. Дойдя до ячейки, в которую записан символ +, машина записывает в эту ячейку унарный символ, выполняя команду q1+q1/R, и затем продолжает движение вправо до тех пор, пока не «нащупает» конец слова, т.е. пустую ячейку (с символом Λ). К этому времени число унарных символов на ленте окажется на единицу больше суммарного числа исходных унарных символов. Поэтому один символ необходимо стереть. Для этого необходимо вернуть головку к ячейке, в которую записан последний унарный символ, выполнив команду q1Λq2ΛL. Новое состояние q2 позволит стереть унарный символ в обозреваемой ячейке, выполнив команду q2/q3ΛL. Теперь на ленте записано нужное число унарных символов. Новое состояние q3 предназначено для перемещения головки влево без изменения содержимого ячеек, команда q3/q3/L. 
«Нащупав» конец слова слева, можно перейти в заключительное состояние q0 с помощью команды q3Λq0ΛR. При этом головка окажется над крайней левой ячейкой записанного на ленте слова.
Программа машины Тьюринга может быть представлена табл.15.
Таблица 3 Программа машины Тьюринга, выполняющей сложение унарных чисел
	
	q1
	q2
	q3

	/
	/q1R
	Λq3L
	/q3L

	+
	/q1R
	*
	*

	Λ
	Λq2L
	*
	Λq0R


Последовательность конфигураций, проходимых машиной в работе над словом запишется следующим образом:
q1/////+/// ├/q1////+/// ├ //q1///+/// ├ ///q1//+/// ├ ////q1/+/// ├
├ /////q1+/// ├ //////q1/// ├ ///////q1// ├ ////////q1/ ├ /////////q1Λ ├
├ ////////q2/ ├ ///////q3 /Λ ├ //////q3// ├ /////q3/// ├ ////q3//// 
├ ///q3///// ├ //q3////// ├ /q3////// ├ q3//////// ├ q3Λ//////// ├ q0////////.
Результатом работы машины над словом, записанным на ленте, является новое слово, содержащее восемь унарных символов. Записывающая - считывающая головка находится над крайней левой буквой заключительного слова. Управляющее устройство перешло в заключительное состояние q0.
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Пусть машины Т1 и Т2 имеют программы П1  и П2. Будем считать, что внутренние алфавиты (множества состояний управляющего устройства) у них не пересекаются, и что q10  некоторое заключительное состояние машины Т1, а q21  некоторое начальное состояние машины Т2. Заменим в программе П1 все вхождения состояния q10 на состояние q21 и полученную программу объединим с программой П2. Полученная программа П определяет машину Т, называемую композицией машин Т1 и Т2  по паре состояний (q10 ,q21). Обозначается Т=Т(Т1,Т2,(q10,q21)). Внешний алфавит композиции машин Т1 и Т2  является объединением их внешних алфавитов.
Пример. Построить композицию машин Т1 и Т2, c программами П1 и П2, по паре состояний (q10, q21) и найти результат применения композиции машин к слову Р=1401. Программы машин Т1 и Т2 представлены табл. 15.
Таблица 4Программы исходных машин Тьюринга
	
1:
	    Q1 
A
	q11
	q12
	
	
2:
	     Q2
A
	q21
	q22

	
	0
	q120R
	q101L
	
	
	0
	q221R
	q211R

	
	1
	q121R
	q110R
	
	
	1
	q210L
	q201S


Композиция машин Т1 и Т2 по паре состояний (0,21) имеет программу П, представленную табл. 16. 
Таблица 5 Программа композиции двух машин Тьюринга

	      Q                                                                 
A
	q11
	q12
	q21
	q22

	0
	q120R
	q210L
	q221R
	q211R

	1
	q121R
	q110R
	q210L
	q201S


Последовательность  конфигураций, проходимых машиной при работе над исходным словом, имеет вид:
[bookmark: _Toc493406162]q111401|-  |- q111201 |- 101q12101 |- (10)2q1101 |- (10)20q121 |- (10)202q110 |- (10)203q120 |- (10)202q2101 |- (10)2021q221 |- (10)2021q201.
Результат работы машины над заданным словом:
T(T1T2)(1401)=(10)20212.
[bookmark: _Toc98499306]Итерация машины по паре состояний
Пусть  0  некоторое заключительное состояние машины Т, а    какое-либо другое состояние, не являющееся заключительным.  Заменим в программе П машины Т все вхождения символа   на . Получим  новую программу, которая определяет  машину Тьюринга, являющуюся  итерацией машины Т по паре состояний (.
[bookmark: _Toc493406163][bookmark: _Toc98499307]Разветвление машин Тьюринга

Пусть машины Т1, Т2, Т3 заданы программами П1, П2, П3 и внутренние алфавиты машин не пересекаются. Пусть 1  и 1  какие-либо различные заключительные состояния  машины Т1. Заменим в программе П1 состояние  некоторым начальным состоянием 2  машины Т2, а состояние некоторым начальным состоянием   машины Т3. Объединив новую программу с П2 и П3, получим программу П, задающую машину  . Говорят, что Т есть разветвление машин  Т1 и Т2, работающих под управлением Т1.
Эквивалентность машин Тьюринга

Машины Тьюринга Т1 и Т2 называются эквивалентными в алфавите А, если для всякого  входного слова Р в алфавите А выполняется  соотношение: Т1(Р)=Т2(Р), которое означает, что Т1(Р) и Т2(Р) определены или не определены одновременно, т.е. применимы или не применимы к слову Р. Эквивалентность машин Т1 и Т2 обозначается .

Символ  называется знаком условного равенства.

[bookmark: _Toc81826921][bookmark: _Toc98499308][bookmark: _Toc103091498][bookmark: _Toc107671704]2.2.2. Понятие об алгоритмической неразрешимости
Словосочетание «решить задачу» допускает множество толкований. В математике иногда решают задачу с помощью интуиции (озарения). Рассмотрим решение с алгоритмической точки зрения: задача может быть решена, если существует алгоритм, приводящий к результату (решению задачи). Если для решения некоторой задачи построен решающий ее алгоритм, говорят, что задача алгоритмически разрешима. Во многих случаях алгоритм может быть найден. Но что означает ситуация, когда не удалось найти необходимый алгоритм? Ставить и разрешать математически точно вопросы об алгоритмической неразрешимости задач стало возможно только после появления формального определения понятия алгоритма. К настоящему времени выявлено достаточно много задач, для которых доказано, что не существует алгоритма, их решающего. Такие задачи называются алгоритмически неразрешимыми.
Машина Тьюринга и алгоритмически неразрешимые проблемы
За время своего существования человечество придумало множество алгоритмов для решения разнообразных практических и научных проблем. Зададимся вопросом – а существуют ли какие-нибудь проблемы, для которых невозможно придумать алгоритмы их решения? 
Утверждение о существовании алгоритмически неразрешимых проблем является весьма сильным – мы констатируем, что мы не только сейчас на знаем соответствующего алгоритма, но мы не можем принципиально никогда его найти. 
Успехи математики к концу XIX века привели к формированию мнения, которое выразил Д. Гильберт – "в математике не может быть неразрешимых проблем", в связи с этим формулировка проблем Гильбертом на конгрессе 1900 года в Париже была руководством к действию, констатацией отсутствия решений в данный момент. 
Первой фундаментальной теоретической работой, связанной с доказательством алгоритмической неразрешимости, была работа Курта Гёделя – его известная теорема о неполноте символических логик. Это была строго формулированная математическая проблема, для которой не существует решающего ее алгоритма. Усилиями различных исследователей список алгоритмически неразрешимых проблем был значительно расширен. Сегодня принято при доказательстве алгоритмической неразрешимости некоторой задачи сводить ее к ставшей классической задаче – "задаче останова". 
Имеет место быть следующая теорема: не существует алгоритма (машины Тьюринга), позволяющего по описанию произвольного алгоритма и его исходных данных (и алгоритм и данные заданы символами на ленте машины Тьюринга) определить, останавливается ли этот алгоритм на этих данных или работает бесконечно. 
Таким образом, фундаментально алгоритмическая неразрешимость связана с бесконечностью выполняемых алгоритмом действий, т.е. невозможностью предсказать, что для любых исходных данных решение будет получено за конечное количество шагов. 
Тем не менее, можно попытаться сформулировать причины, ведущие к алгоритмической неразрешимости, эти причины достаточно условны, так как все они сводимы к проблеме останова, однако такой подход позволяет более глубоко понять природу алгоритмической неразрешимости: 
а) Отсутствие общего метода решения задачи
Проблема 1: Распределение девяток в записи числа; 
Определим функцию f(n) = i, где n – количество девяток подряд в десятичной записи числа, а i – номер самой левой девятки из n девяток подряд: =3,141592… f(1) = 5. 
Задача состоит в вычислении функции f(n) для произвольно заданного n. 
Поскольку число является иррациональным и трансцендентным, то мы не знаем никакой информации о распределении девяток (равно как и любых других цифр) в десятичной записи числа. Вычисление f(n) связано с вычислением последующих цифр в разложении, до тех пор, пока мы не обнаружим n девяток подряд, однако у нас нет общего метода вычисления f(n), поэтому для некоторых n вычисления могут продолжаться бесконечно – мы даже не знаем в принципе (по природе числа) существует ли решение для всех n. 
Проблема 2: Вычисление совершенных чисел; 
Совершенные числа – это числа, которые равны сумме своих делителей, например: 28 = 1+2+4+7+14. 
Определим функцию S(n) = n-ое по счёту совершенное число и поставим задачу вычисления S(n) по произвольно заданному n. Нет общего метода вычисления совершенных чисел, мы даже не знаем, множество совершенных чисел конечно или счетно, поэтому наш алгоритм должен перебирать все числа подряд, проверяя их на совершенность. Отсутствие общего метода решения не позволяет ответить на вопрос о останове алгоритма. Если мы проверили М чисел при поиске n-ого совершенного числа – означает ли это, что его вообще не существует? 
Проблема 3: Десятая проблема Гильберта; 
Пусть задан многочлен n-ой степени с целыми коэффициентами – P, существует ли алгоритм, который определяет, имеет ли уравнение P=0 решение в целых числах? 
Ю.В. Матиясевич показал, что такого алгоритма не существует, т.е. отсутствует общий метод определения целых корней уравнения P=0 по его целочисленным коэффициентам. 
б) Информационная неопределенность задачи
Проблема 4: Позиционирование машины Поста на последний помеченный ящик; 
Пусть на ленте машины Поста заданы наборы помеченных ящиков (кортежи) произвольной длины с произвольными расстояниями между кортежами и головка находится у самого левого помеченного ящика. Задача состоит установке головки на самый правый помеченный ящик последнего кортежа. 
Попытка построения алгоритма, решающего эту задачу приводит к необходимости ответа на вопрос – когда после обнаружения конца кортежа мы сдвинулись вправо по пустым ящикам на М позиций и не обнаружили начало следующего кортежа – больше на ленте кортежей нет или они есть где-то правее? Информационная неопределенность задачи состоит в отсутствии информации либо о количестве кортежей на ленте, либо о максимальном расстоянии между кортежами – при наличии такой информации (при разрешении информационной неопределенности) задача становится алгоритмически разрешимой. 
в) Логическая неразрешимость (в смысле теоремы Гёделя о неполноте) 
Проблема 5: Проблема "останова" (см. теорема); 
Проблема 6: Проблема эквивалентности алгоритмов; 
По двум произвольным заданным алгоритмам (например, по двум машинам Тьюринга) определить, будут ли они выдавать одинаковые выходные результаты на любых исходных данных. 
Проблема 7: Проблема тотальности; 
По произвольному заданному алгоритму определить, будет ли он останавливаться на всех возможных наборах исходных данных. Другая формулировка этой задачи – является ли частичный алгоритм Р всюду определённым? 
Заключение
Теория сложности классифицирует не только сложность конкретных алгоритмов решения проблемы, но и сложность самих проблем. Теория рассматривает минимальное время и объем памяти, необходимые для решения самого трудного варианта проблемы на теоретическом компьютере, известном как машина Тьюринга. Машина Тьюринга представляет собой конечный автомат с бесконечной лентой памяти для чтения записи и является реалистичной моделью вычислений. 
Задачи можно разбить на классы в соответствии со сложностью их решения. Вот важнейшие из них и предполагаемые соотношения между ними: 
P<=NP<=EXPTIME
Находящийся слева класс P включает все задачи, которые можно решить за полиномиальное время. В класс NP входят все задачи, которые можно решить за полиномиальное время только на недетерминированной машине Тьюринга (это вариант обычной машины Тьюринга, которая может делать предположения). Такая машина предполагает решение задачи – либо “удачно угадывая”, либо перебирая все предположения параллельно – и проверяет свое предположение за полиномиальное время. 
Класс NP включает в себя класс P, поскольку любую задачу, решаемую за полиномиальное время на детерминированной (обычной) машине Тьюринга, можно решить и на недетерминированной за полиномиальное время, просто этап предположения опускается. 
Если все задачи класса NP решаются за полиномиальное время и на детерминированной машине, то P=NP. Тем не менее, никем не доказано, что P<>NP (или P=NP). Однако, большинство специалистов, занимающихся теорией сложности, убеждены, что это классы неравны. 
Как ни странно, можно доказать, что некоторые NP-задачи настолько же трудны, что и любая задача этого класса. Такие задачи называются NP-полными. То есть, если такая задача решается за полиномиальное время, то P=NP. 
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