
Основные формулы дифференцирования  
функции одной переменной  

 
 

Если U(x) - дифференцируемая функция, то производная по 
независимой переменной от функций: 
 
1.  Степенная функция 
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2.  Показательная функция 
  
( ) lna a a UU U
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3.  Логарифмическая функция 
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4.  Тригонометрические функции 
 
(sin ) cosU U U     
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5.  Обратные тригонометрические функции 
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6.  Гиперболические функции 
 
( )shU chU U     
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Таблица неопределённых интегралов 
(для функции U=U(x) ) 

 

1. 
U dU

U
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( )

 

 

 

12. tgU dU U C    ln cos ,  

2. dU U C  ,  

 

13. ctgU dU U C   ln sin ,  
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1
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




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7. e dU e CU U
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18. 
dU

a U

U

a
C
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8. sin cos ,U dU U C     
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22. e U dU
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 
по теме «Кратные интегралы» 

 
 

1. Определение двойного интеграла и его геометрический смысл. 
Основные свойства двойного интеграла. 

 
2. Среднее значение функции в плоской области, её 

геометрический смысл. 
 

3. Вычисление двойного интеграла в декартовой системе 
координат. Сведение двойного интеграла к повторному, выбор 
порядка интегрирования. 

 
4. Схема перехода в двойном интеграле от декартовых 

координат к полярным. 
 
5. Схема составления интегральной суммы для функции трёх 

переменных в некоторой области трёхмерного пространства. 
Тройной интеграл и его свойства. 

 
6. Среднее значение функции в пространственной области, её 

геометрический смысл. 
 
7. Вычисление тройного интеграла в декартовой системе 

координат. 
 
8. Замена переменных в тройном интеграле. Переход от 

декартовых координат к цилиндрическим и сферическим. 
 

9. Приложения кратных интегралов. 
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Кратные интегралы       Вариант 1 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) ,222  yx    ,2 yx     )0( y ;  

2)  ,2 yx     ,1y     ,0x     0y  . 

 
2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

dxdy
x

y
arctg

D

   где ;1{: 22  yxD    }0 xy  . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) ;5 2yx   ;4 yx   

2)  xy sin  ; xy cos  ; 0y ,  )20(  x . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ),3()3{(: xyxD    }30  x ,   yxyx 32);(   ; 

2)  }4)2{(: 2xyxD  ,     )ln();( 22 yxyx   . 

 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  yyx 1622  ,   16 yx ,   0x ,  0z  ; 

2)  24 yx  ,   22  yx ,  xy  ,  0y , 0z . 

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 
1)  0x , xy 2 ,  1y ,  3 zyx ,  )0( z  ; 

2)  zyx  22 ,  2hz  . 

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

4{: 222  zyxV ;  0y ;  }0z ,   
222

2

);;(

zyx

x
zyx



   . 
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Кратные интегралы       Вариант 2 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) ,1xy   ,2 yx    2y ,   0x , )0( x ;  

2)  422  yx ,    xy 32  ,  0y ,   ,0( x   )0y . 

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 
 

,)(

)(

322 dxdyyxx

D

   где ;2{: 22  yxD    

}0 xy  . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) ;yx   ;22 yx   

2)  1 yx ;    022  yx ;   0x . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ,0{(: yxD    }10  y ,    22 2);( yxyx   ; 

2)  4{: 22  yxD ,   0x ,   }0y , 3);( xyx   . 

 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  24 yz  ,   22 yz  ,   1x ,  2x  ; 

2)  224 yxz  ,    3z . 

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  xy 3 ,       1x ,    )(2 22 yxz  ,  0z ,   0y ; 

2)  9222  zyx ,   422  yx ,       0y . 

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

41{: 222  zyxV ;  }0y ,    23222 )();;( zyxzyx    . 
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Кратные интегралы       Вариант 3 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) ,2yx     xy  42    ;  

2)  ,1 yx     ,022  yx     0x  . 

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,)(

)(

522 dxdyyx

D

  где }.0;10{: 22  yxyxD  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) .2;0;22;2  xxxxyy x   

2)  .4;22  yxxy  

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  },4,2)6{(:  xxyxD  2);( xyx   ; 

2)  },
3

,422{: xy
x

yxD   yyx 2);(   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  .4,1,0, xyxzyz   

2)  ).0,0(,0,0,122),22(362  zxzxyxyxz  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  4,422  xxzy ; 

2)  .0,22,22222  zRzyxRzyx  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

},0,0,8122225{: xyxzxzyxV  ,    

222);;( zyxzyx    . 
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Кратные интегралы       Вариант 4 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)   2xy  ,   1 yx ,   1x ,   3x ; 

2)  122  yx ,    1 yx ,    0y ,   );0( y  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,)(cos

)(

22 dxdyyx

D

   

где ;4{: 2222   yxD  }3xyx  . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1)  ,0423  yx    0123  yx ,  2y ,    ;5y  

2)  ,02  yx     ,3xy     0x . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ;10{: xyD     }10  x ,    2);( yyx  ; 

2)  }2{: 22 xyxxD  ,        xyyx 1);(  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  2 zx ,   ,222 xyx     0z ,      );0( z  

2)  2y ,     xy 2     ,0x     ,2 xz    .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  221 yxz  ,   22 yxz  ,    0x ; 

2)  zyx  122 ,    3 yx ,    ,0x   ,0y    .0z  

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,4{: 22  yzxV    ,0x   },0z      
22

);;(
zx

x
zyx


   . 
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Кратные интегралы       Вариант 5 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) ,22  yx    ,02  yx     

2) 32xy      ,341 2  xxy     0y  . 

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,)(

)(

22 dxdyyx

D

  где )}(){(: 22222 yxyxD  . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1)  xy cos ; xy sin ; )0( x ; 

2)  122  yx ; 1 yx ;   ;0( x   0y ). 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ,{: xyD    xy  ,   }10  y ,    yyx  1);(  ; 

2)  9){(: 22  yxD , }xyx   , 2);( xyyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  2x ,   xy 4 ,   xy 3 ,   4z ,   0z ; 

2)  )(2 22 yxz  ,    )(24 22 yxz   

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

          1)   24 xz  ,  5y ,  0y ,  0z ; 

          2)    222 yxRz  ,  3xy  ,  xy  ,  0z ,  0( x ,  )0y . 

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

 

22{: 22  zyxV ,   }yxy  ,  22);;( yxyzyx    . 
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Кратные интегралы       Вариант 6 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)   xy 2 ,   32  xy ,   1x ,   2x ; 

2)    227 yx  ,    yx 6 . 

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,)(

)(

22 dxdyyx

D

    где };{: 22 RyyxD   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1)  xy ln ,   ,0y     ,1x    ;ex   

2)  ,1xy    5 yx . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ;22{: xyxD     }0x ,    yxyx  2);( ; 

2)  ,1{: 22  yxD   },0y        yxyx 3);( 2   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  2xz  ,   2 yx ,   ,0y      ;0z  

2)   22 yxz  ,   ,222 xyx     .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  133 22  yxz ,   22 335 yxz  . 

2)  ,1232  yx    22yz  ,    ,0x    ,0y    .0z    

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,1
538

{: 
zyx

V   ,0x   ,0y   },0z      

6)
538

1();;( 
zyx

zyx   . 
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Кратные интегралы       Вариант 7 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)   122  yx ,   1 yx ,    ,0( x    )0y ; 

2)    922  yx ,    xy 45  ,   ,0y   ,0( x    )0y . 

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,)2(

)(

dxdyyx

D

     

где ,161{: 22  yxD   }.3
3

xy
x

  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)  xy 2 ,    12 xy ,    ;16x     

2)  2yx  ,       3x ,       0y . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  }11{: 2 xyxD  ,     852);(  yxyx ; 

2)  xyxD 4{: 22  ,   }422 yyx  ,   xyyx );(  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)     22 yxz  ,   55  yx ,   ,0x    ,0y    ;0z  

2)   yyx 222  ,   yyx 422  ,   0z ,   2z ,   0x . 

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   229 yxz  ,   22 229 yxz  ,   0z . 

2)    xy 22  ,   xz  2 ,    0z . 

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

          2222 9{: yxzyxV  ,   },0x           xzyx );;(   . 
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Кратные интегралы       Вариант 8 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)   922  yx ,   122  xy ,   ,0x   ,0y    ,0( x    )0y ; 

2)   ,ln xy      ,0y       .ex   

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

222 dxdyyxR

D

     

где ,{: 222 RyxD    }.xyx   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)  2xy  ,       ;xy      

2)  xy 3 ,     xey 8 ,     ,3y    8y . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ,{: 2xyxD     }10  x ,    24);( xyyx  ; 

2)  xyxD 3{: 22  ,   }0y ,    322 )();( yxyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   2216 yxz  ,   xy 2 ,   ,0x    ;0z  

2)   2210 yzx  ,   10x . 

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   yz  1 ,   2xy  ,   0z . 

2)    2281 yxz  ,     22 yxz  ,    0x . 

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

          yyxV 4{: 22  ,   },40 yz          
22

1
);;(

yx

zyx



  . 
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Кратные интегралы       Вариант 9 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)   122  yx ,   yx 212  ,   ,0x     ,0( x    )0y ; 

2)    24 yx  ,    .02  yx  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

dxdyy

D

    где ,{: 22 axyxD    }.0y  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1)   4xy ,       5 xy ; 

2)  xy  ,     xy  ,     .1y    

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ,3{: xyxD     }20  x ,   222);( yxyx  ; 

2)  }64{: 22 yyxyD  ,    2);( yyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)    22  zy ,   2xy  ,   ;1 zy  

2)   224 yxz  ,   122  yx ,   .0z  

 
6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

 

1)     8222  zyx ,    222 yzx  ,   0x ; 

2)    yyx 222  ,     yyx 422  ,    22 yxz  ,   0z . 

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

          4{:  zyxV ,   ,0x    ,0y    },0z        xzyx );;(    
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Кратные интегралы       Вариант 10 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) .10,211 xyxy       

2)  )0,0(,0,43,2522  yxyxyyx    

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

3)22( dxdy

D

yx   где }.622{: yyxD   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1) .1,0;04;04  xxxyxy   

2)  .7;2;7;2  yyxeyxy  

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  }2{: xyxD   623);(  yxyx  ; 

2)  },
3

,36221{: xy
x

yxD 


  26);( xyyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  ;0,0,0,226,1243  zyxyxzyx  

2)  .0,222,32222  yyxzyxz  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  .0,422,4822  zxyxzxy ; 

2)  .0,4,2,3  zyzxyx  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

}30,3)22(3{: xyzyxV  ,    
3)22(

2
);;(

yx

zy
zyx



   . 
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Кратные интегралы       Вариант 11 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) ;0,2,  yxyxy      

2)  ,)0(,26,7222  yxyyx    

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

)22ln( dxdy

D

yx   где }.2,422{: xyxyxD   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) .81;;1  xxyxy   

2)  .)0,0(,0,0;2;4  yxxyyyx  

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  }30,260{:  xxyD  yxyx 23);(   ; 

2)  },422{: xyxxD    2);( yyx   . 

 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  ;)0(,0,2,122  zzzyxyx  

2)  ).0(,222,1222  zyxzzyx  

 
6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  .0,1,822  zxxzy  

2)  .0,6,2,  zyxxyxy  

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

 
}0,0,0{: czbyaxV  ,    zyxzyx );;( . 
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Кратные интегралы       Вариант 12 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)    1)4( 22  yx ,   0y ,   xy
2

1
 ; 

2)    xy 22  ,    4 yx . 

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,)2(

)(

dxdyx

D

    где }4{: 22 xyxxD  ; 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)    )4(8 2  xy ,     24 xy  ; 

2)    24 xxy  ,     4 xy . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)   }1{: 2  xyD ,         xyyx  4);( ; 

2)   },94{: 22  yxD     xyyx 35);(   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)    2216 yxz  ,   4 yx ,   ,0( x    ,0y   );0z  

2)    1222  zyx ,     .122  yx  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)       22 yxz  ,    2xy  ,    1y ,    0z ;  

2)     )(2 222 yzx  ,    4x ,    0y . 

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,41{: 222  zyxV    0z ,   }3xyx  ,      

xzzyx );;(   . 
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Кратные интегралы       Вариант 13 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)    3 xy  ,   3xy  ,   1x ; 

2)    422  yx 0422  yyx ,   ).0( y  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,4

)(

222 dxdyyxa

D

    где }2{: 22 ayyxD  ; 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)    28 yx  ,     yx 2 ; 

2)    22  yx ,     ,034  yx     0x . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)   }10{: 2xyD  ,         xyyx  3);( ; 

2)   },42{: 22 xyxxD        22sin);( yxyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)     22 4yxz  ,    ,xy    xy 2 ,    1y ,    0z ;  

2)    222 xzy  ,    122  zx ,    0y . 

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)    ,yz     ,4 xy     ,2)1(  xy    0z ; 

2)    xyx 416 22  ,    422  yx ,      0z . 

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

          ,94{: 222  zyxV    ,0x    ,0y    }0z ,      xzzyx );;(    
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Кратные интегралы       Вариант 14 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)  .0;0,1,4,  yxxyxyxy      

2)  .2,,  yxeyxey    

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

)1( dxdy

D

yx       где   }.0,4221{: xyyxD   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1) .01;01;01;01  yxyxyxyx   

2)  222;2 yxyx   

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  }0,321{:  xxyxD  254);(  yxyx  ; 

2)  },211{: yxyD    xyyx 3);(   . 

 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  ;0,0,122  xyyzx  

2)  .0,3,2,  zxxyxz  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  .0,2,3,2  zzyxyx  

2)  .0,22,4222  yyxzzyx  

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

}0,0,3,222{:  zyzxyxV ,    
22

);;(

yx

z
zyx



 . 
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Кратные интегралы       Вариант 15 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) .3,,1  xxyxy      

2)  .)1(,222,122  yyyxxy    

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

22 dxdy

D

yxy   где }.,222{: yxxyxD   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) .22; yxxy    

2)  .)0(;0;1;2;  xxxxyxey  

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ;}22{:  yxD     yyx  2);(  ; 

2)  ;}3,222{: xyxRyxD   223);(  xyx  . 

 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  .0;0,2,6,2  zxxyyxxz  

2)  .6,226  yzxy  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   .0,0,0,0,2)22(7,24)22(49  yxyxzyxzyx  

2)  .0,22422 xyyxzyx   

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

}0,0,0,1642{:  zyxzyxV ,    

.4)6421();;(  zyxzyx  
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Кратные интегралы       Вариант 16 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)    522  yx ,   22xy  ,   )2( 2xy  ; 

2)    Треугольник АВС :   А(-2;-2),  В(-1;2),  С(-1;-3/2). 
2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 
)(

22
D

dxdy
yx

x
,   

где ,164{: 22  yxD    0x ,   }0y ; 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   )(9)( 22222 yxyx  ,   0x ,   0y ; 

2)    142  yx ,   422  yx . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)   8{: xyD ,   }9 yx ,          yxyx );( ; 

2)   ,8{: 22 yyxD     ,3xyx    ,0x    }0y , xyyx );(  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,3 zx     ,3xy     ,3y   ,0x    ;0z  

2)   ,222 xyx  ,422 xyx     ,xy     ,4z    ,0y    .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,32 22 yxz    ,2xy     ;xy   

2)   ,xz     ,9 2yx     ,25 2yx     ,0y    .0z  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

}160{: 22 yxzV  ,     
3222

2

)(

);;(

zyx

x
zyx



   . 
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Кратные интегралы       Вариант 17 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)    ,42 xy     022  yx ,   ,2y    2y ; 

2)     ,4 2xy     .4 2xy   

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(

22

D

dxdyyxy ,  где ,6{: 22 xyxD     }0 xy  ; 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   ,22  yx    23 xy  ; 

2)    222322 2)( yxyx  . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1) D:  Квадрат –  А(0;3),  В(4;7),  С(8;3),  D(4;-2);   yxyx  2);( ; 

2) ,4{: 22  yxD    ,0x    }0y ,         2);( xyyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   21 xy  ,   ,xy     ,xy    ,2x    ,0y    ;0z  

2)   ,41 222  zyx  ,xy     ,0x    ,0y    .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,632  yx    ,3 22 yxz    ,0x    ,0y    .0z  

2)   221 zyx  ,   223 zyx  . 

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,0{: 2xzV     },2 yx       xyzyx );;(   . 
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Кратные интегралы       Вариант 18 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)     ,6
3

2
 xy    ,1

2

1
 xy    .03 x  

2)     ,0y    ,y    ,0x    .sin yx   

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(

22 )(

D

dxdyyxx ,  где ,2{: 22 yyxyD     }.0x  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   422  yx ,    xy 32  ; 

2)    24522 16)( yxyx  . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  D:  Параллелограмм – A(-1;2),  B(3;4),  C(3;1/2),  D(-1;-3/2);    
    yxyx 23);(  ; 

2)  ,8{: 22 xyxD        }
3

3
x

y  ,       
322

2

)(

);(

yx

y
yx



  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   225 xy  ,   ,zy      ,4x    ,0x    ;0z  

2)   ,18 22 yxz   ,xy    ,3y   ,0x    .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,yz     ,2xy    ,3y   ,0x   .0z  

2)   2222  zyx ,   ,22 zxy     .0y  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,364{: 222  zyxV    ,xy     ,0y    },0z   

 
222

2

);;(
zyx

y
zyx


   . 
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Кратные интегралы       Вариант 19 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

 1)     ,052  yx    ,064  yx    ,01832  yx   .022  yx  

 2)     ,4 2xxy     ,2 xy     ,0x    .4x  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(
22

D

dxdy

yx

y
,  где ,91{: 22  yxD    ,0x    

}.0y  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   522  yx ,    22xy  ,   )0( y ; 

2)    22322 )( yyx  . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)   ,{: xeyD     ,0x    };2y  yxeyx );( ; 

2)   };62{: 22 xyxxD         yxyx );(  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,5x    ,5xy      ,5 22 yxz     ,0y    ;0z  

2)   ,4 22 yxy      ,22 yyx     22 yxz  . 

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,9 22 zxy     ,22 zxy    );0( y    

2)   422  yx ,   ,2 zy     .0z  

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,4)(2{: 22  zyxV    };
3

0
x

y    
22

);;(

yx

xz
zyx



    
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Кратные интегралы       Вариант 20 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)     ,422  yx    ,32 xy     );0( y  

2)     ,4 yx    ,03  yx    .165  yx  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(

22 )(

D

dxdyyx , где ,8{: 22  yxD    ,xy     }.2x  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1)   6xy ,    yx 23  ,    ;06  yx  

2)    22222 57)( yxyx  . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

     1)   ,1{: 2  xyD    };03  yx  ;2);( yxyx   

     2)   ,4{: 22 xyxD       };xy    522 )();( yxxyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,2xy     ,2yx      623  zyx  ,   ;0z  

2)   ,4 22 yxz      ,xy     ,xy     ,2y    .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,42 xz     ,422 xyx     );0( z    

2)   zzyx 2222  ,    .22 yxz   

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,9)(1{: 222  zyxV     ,0z    };
3

0
x

y    

222
);;(

zyx

z
zyx



   . 
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Кратные интегралы       Вариант 21 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)     ,422  yx    ,2 2xxy     ,0x    ,0x    ;0y  

2)     Параллелограмм: A(-2;1),  B(2;4),  C(3;1),  D(-1;-2). 
2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(

22 )ln(

D

dxdyyx ,  где ,254{: 22  yxD    }.0x  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   ,422 xxy      ,3xy      ,3xy     );0( y  

2)    .)( 4322 xyx   

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)   ,1{: xyD    ,yx   };2x  ;);( 4 yxyx   

     2)   ,62{: 22 yyxyD     };xyx   )();( 22 yxyx   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,4x    ,4yx      ,4 2yz      ;0z  

2)   ,231 22 yxz      ,1 2xy     ,1y    .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,222 zzy     ,4 22 zxx     ;0x    

2)   ,3xz     ,22 xy      .0z  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,16)(4{: 222  zyxV     ,0z    ,0y    };3xy    

222
);;(

zyx

y
zyx



   . 
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Кратные интегралы       Вариант 22 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)     ,222  yx    ;2 xy      

2)     Трапеция: A(-2;-2),  B(-1;2),  C(3;4),  D(6;2). 
2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(

522 )(

D

dxdyyx ,   

где ,3{: 22 xyxD     };33 xyx   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   ,4 2xy      ;2 yx  

2)    .)( 222322 yxyx   

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)   };2/2/{: xyxD        ;2);( yxyx   

2)   ,82{: 22 xyxxD     };0y   yyx 3);(   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,2xy     ,2 zyx     ,0x     ;0z  

2)   ,1222  zyx    36222  zyx ,   ,222 zyx     

,xyx     .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,2 22 zxy     ,22 zxy       

2)   ,3 yx    ,92  xz     ,0x    ,0y    .0z  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,4){(: 22 zzxV     4 yx    };0y      
22

1
);;(

zx

zyx



    
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Кратные интегралы       Вариант 23 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)     ,22  yx    ,052  yx    ,1x    ;3x  

2)     ,02  xy    ,2y    ,32  yx    ).2( y  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(

22 )(

D

dxdyyx ,  где ,02{: 22  yyxD    }.0x  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   ,202  yx     ;08  yx  

2)    .)( 3322 xyyx   

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1) D:  Треугольник – A(0;0), B( ),2;2  C( );6;2  ;);( 22 yxyx   

2)   ,94{: 22  yxD    ,0x   };0y    
22

32
);(

yx

yx
yx




  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,9 22 yxz     ,3 yx     ,0x   ,0y   ;0z  

2)   ,25 2yx      ,zx     ,4y    ,0y    .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)    ,2222 Rzyx    ,22 Ryzx      ;0y  

2)   36222  zyx ,   ,22 yxz     .0 xy   

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,16){(: 22 yzxV     ,160 yz     };0x      
22

);;(

yx

x
zyx



   . 
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Кратные интегралы       Вариант 24 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)     ,12 2xy     ,1232 2xy     ,0x    );0( x  

2)     |,ln| xy     .5y     

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(D

dxdyx ,  где ,{: 22 bxyxD     }.0x  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   ,2y     ,52  xy    ,1x    ;3x  

2)    .)( 22522 xyyx   

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)   ,64{:  xyD    ,021  yx   };1x        xyx );(  ; 

2)   },2{: 22 yyxyD          yyx 3);(   . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,2xz     ,2 yx      ,4x   ,0y   ;0z  

2)   ,422  yx     ,22 zxy     .0y  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)    ,1222  zyx   ,9222  zyx   ,xy    ,0z   ;0y  

2)   ,4 22 yxz     ,2 yx    ,0x    ,0y    .0z  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,2{: 22 xyxV   ,2 zx   ,0y   };0z   

22
);;(

yx

y
zyx



   . 
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Кратные интегралы       Вариант 25 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)    ,422  yx     ;422 xyx   

2)     ,02  yx       .02  yx  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 

)(

322 )(

D

dxdyyx ,   где ,{: 22 yyxD     }.3xyx   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   ,2y     ,52  xy    ,1x    ;3x  

2)    .)( 22522 xyyx   

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1) D: Треугольник – A(3;4),  B(6;2),  C(3;1/2);    yxyx );(  ; 

2)   ,164{: 22  yxD   ,3/xyx    ,0x   };0y      

22

3
);(

yx

yx
yx




  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,4 yx    ,4 yz     ,0x   ;0z  

2)   ,422  yx     ,22 yxz      .0z  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)    ),(4 22 yxz    ,3xy    ,2x   ,0z   ;0y  

2)   ,2 22 yxy     ,4 22 yxy     ,2x    .4x  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,82{: 222  zyxV    ,222 zyx    ,0x   ,0y   };0z   

xyzyx );;(   . 
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Кратные интегралы       Вариант 26 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1) ,222  yx    ,2 yx     )0( y ;  

2)  ,2 yx     ,1y     ,0x     0y  

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 
 

,)(

)(

322 dxdyyxx

D

   где ;2{: 22  yxD    

}0 xy  . 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)  xy 2 ,  22 xxy  ,    ,0x    ;2x  

2)  ;22 xy      4 yx . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  ;10{: xyD     }10  x ,    2);( yyx  ; 

2)  }2{: 22 xyxxD  ,        xyyx 1);(  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  2x ,   xy 4 ,   xy 3 ,   4z ,   0z ; 

2)  )(2 22 yxz  ,    )(24 22 yxz   

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  133 22  yxz ,   22 335 yxz  . 

2)  ,1232  yx    22yz  ,    ,0x    ,0y    .0z  

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

          2222 9{: yxzyxV  ,   },0x        xzyx );;(   . 
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Кратные интегралы       Вариант 27 

 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)  .0;0,1,4,  yxxyxyxy      

2)  .2,,  yxeyxey    

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

,

)(

)1( dxdy

D

yx   где }.0,4221{: xyyxD   

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1) .01;01;01;01  yxyxyxyx   

2)  222;2 yxyx   

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1)  }0,321{:  xxyxD  254);(  yxyx  ; 

2)  },211{: yxyD    xyyx 3);(   . 

 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями: 

1)  ;0,0,122  xyyzx  

2)  .0,3,2,  zxxyxz  

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)  .0,2,3,2  zzyxyx  

2)  .0,22,4222  yyxzzyx  

 
7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

}0,0,3,222{:  zyzxyxV ,    
22

);;(

yx

z
zyx



 . 
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Кратные интегралы       Вариант 28 

1. В двойном интеграле   

)(

);(

D

dxdyyxf   перейти к повторному и 

расставить пределы интегрирования по области (D), 
ограниченной линиями: 

1)    1xy ,   xy  ,   3x ; 

2)    122  xy ,    yyx 222  ,   )1( y . 

2. Перейти к полярным координатам и вычислить: 

 
)(

22
D

dxdy
yx

x
,  где ,164{: 22  yxD    0x ,   }0y ; 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1)   ,22  yx    23 xy  ; 

2)    222322 2)( yxyx  . 

4. Вычислить массу пластинки, занимающей область (D), при 
заданной поверхностной плотности  );( yx  : 

1) D:  Параллелограмм – A(-1;2),  B(3;4),  C(3;1/2),  D(-1;-3/2);   
     yxyx 23);(  ; 

2)   ,8{: 22 xyxD    }
3

3
x

y  ,    
322

2

)(

);(

yx

y
yx



  . 

5. Записать тройной интеграл   xdydzdzyxf

V

 

)(

);;(   в виде 

повторного и расставить пределы интегрирования по области  
)(V , ограниченной поверхностями:  

1)   ,5x    ,5xy      ,5 22 yxz     ,0y    ;0z  

2)   ,4 22 yxy      ,22 yyx     22 yxz  . 

6. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: 

1)   ,42 xz     ,422 xyx     );0( z    

2)   zzyx 2222  ,    .22 yxz   

7. Вычислить массу тела, занимающего область )(V , если задана 

объёмная плотность тела );;( zyx  : 

,16)(4{: 222  zyxV     ,0z    ,0y    };3xy   

222
);;(

zyx

y
zyx



   . 
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 

по теме «Скалярные и векторные поля» 
 

1. Определение скалярного поля, способы его изображения. 
Производная скалярного поля по направлению, её вычисление 
и физический смысл. 

2. Вектор-градиент скалярного поля, его вычисление и 
физический смысл. Связь вектора-градиента с производной по 
направлению. 

3. Криволинейный интеграл по длине дуги (1-го рода). Понятие, 
вычисление, геометрический смысл. 

4. Понятие векторного поля. Криволинейный интеграл по 
координатам (2-го рода), его физический смысл, вычисление. 

5. Криволинейный интеграл по координатам по замкнутому 
контуру, его свойства. Формула Грина. Условие независимости 
криволинейного интеграла по координатам от линии 
интегрирования. 

6. Потенциальные поля и понятие потенциала. Свойства 
плоского потенциального поля (четыре равносильных 
утверждения по формуле Грина). 

7. Интегрирование полных дифференциалов (нахождение 
потенциала заданного плоского потенциального поля). 

8. Поверхностный интеграл 1-го рода. Его вычисление. 
9. Поверхностный интеграл по координатам (2-го рода), его 

вычисление. Физический смысл поверхностных интегралов. 
10. Формула Остроградского-Гаусса в векторной и координатной 

формах.  
11. Поток векторного поля. Циркуляция векторного поля. 

Их вычисление в векторной и координатной формах,  
физический смысл. 

12. Понятие и вычисление дивергенции векторного поля. 
Физический смысл дивергенции. 

13. Понятие и вычисление ротора векторного поля. Физический 
смысл ротора поля. 

14. Формула Стокса. Пространственное потенциальное поле, его 
свойства, физический смысл. 

15. Соленоидальное векторное поле. Гармоническое векторное 
поле. Их свойства. 

16. Оператор Гамильтона. Оператор Лапласа и гармоническая 
функция. Дифференциальные векторные операции высших 
порядков. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 1 

 
8. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в 

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;8)3ln(4);;( 2 xyzxzyxU      )1;1;1(0M ;     

:S  122 222  zyx . 

9. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 
изменения температурного поля  );;( zyxT  в точках  )1;1;1(1M   и  

)1;2;0(2 M  :  ;)();;( 23222 zyxzyxT       

10. Найти работу силового поля  );( yxF


  вдоль дуги плоской 

кривой  L  , заключённой между точками  )0;4(1 M  и  )2;0(2M  : 

jxyiyxyxF

 )2()2();( 22  ;     :L    .

8
2

2x
y   

11. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },3;;2{ zyxA 


 

:S  часть поверхности  ,1 zyx   вырезанной 

координатными плоскостями; 

  2) },;);3{( 2 yx eexxA 


 

   :S   полная поверхность конуса  ,222 zyx     ;4z  

  3) },;;{ 2 xzxxA 


 

   :S  полная поверхность четверти параболоида 

   ,22 zyx    ,1z    ,0x    ;0y  

12. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль 
контура  L  : 

1) },)(;{ 22 yxyA 


:L   контур ABC  - ),0;2(A   ),2;2(B   );2;0(C  

2) ,2 kxyjxziyzA

  :L












);0(,9

,25

22

222

zyx

zyx
 

 
13. Проверить, будет ли векторное поле   

}2;2;2{ zeyzexA zx 


  потенциальным. В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 2 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в 

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;);;( zyyxzyxU      )4;4;2(0M ;    :S  042 22  xyx . 

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 
изменения температурного поля   )(ln);;( zarctgyxzyxT     в 

точках  )1;1;2(1 M  и  )0;;(2 eeM   . 

3. Найти работу силового поля  jxyixyxF

 2);(   вдоль 

отрезка прямой, соединяющей точки  )1;0(1M  и  )2;1(2M . 

 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },;2;{ zyxA 


 

:S  часть плоскости  ,222  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)2()2(sin)7(ln kzejyzixyA y

  

   :S   сфера  xzyx 2222  ; 

  3) },;;{ yzxzA 


 

:S  полная поверхность параболоида    

,122 zyx    0z  ;  

 

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},23();{(  xyxA


 :L   окружность        6y; y22 x  

 

2) ,)( 2 kjxiyxA


  :L










.9

,2522

z

yx
 

 
6. Проверить, будет ли векторное поле   

}24;4;12{ 2332 zeyxzxyzxA 


  потенциальным. В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 3 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в 

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;4)5ln(2);;( 2 xyzxzyxU     )1;1;1(0M ;     

:S  122 222  zyx . 

 
2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   22);;( zxyyxzyxT     в 

точках  )2;5;1(1 M  и  )3;4;4(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jyixyxF

 )1();( 22   вдоль 

дуги плоской кривой  1: xyL , соединяющей точки  )1;1(1M  и  

)41;4(2M . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },;;{ zyxA 


 

:S  часть плоскости  ,6236  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)3()2()3(cos 2 kyzjyxixzA

  

:S   полная поверхность параболоида 

;6,)(36 22  zzyx  

  3) },;;{ 2 zyxA 


 

:S  полная поверхность полушара    ,1222  zyx        

   )0(,0  zz  ;  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},(;2{ yxyA 


 :L   граница области    4x y2  . 

2) ,kyjixzA

  :L











.4

,1)(5 22

z

yxz
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   

}2sin;12sin;2sin2sin{ xzxxyxxzzxyyA 


  потенциальным.  

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
 



 36 

 
Скалярные и векторные поля     Вариант 4 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в 

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;5)41();;( 222 zxyxzyxU        )1;21;2(0 M ;     

:S     44 222  zyx . 

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   )ln();;( 22 zyxzyxT     в 

точках  )1;1;2(1M  и  )0;3;2(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jxiyyxF

);(   вдоль дуги  

астроиды  :L  40,sin,cos 33  ttaytax  . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   )},1(;0;{  zxA 


 

:S  часть плоскости  ,62312  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)4/3()4(ln)24( 2 kzxjyziyxA

  

   :S   сфера      ;32222  xzyx  

  3) )},();();{( 2 yzxzxyyzxA 


 

:S  полная поверхность цилиндра   

;0,1,222  zzyx     

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },2);{( xyxA 


:L   вдоль окружности    ;222 xyx   

 

2) ,22 kyzjiyA

  

 :L










.2

,0222

z

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   }1;1);1(1{ zyxA 


  

потенциальным.  В случае положительного ответа найти его 
потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 5 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в 

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;);;( 32 yxxzzyxU        )4;2;2(0M ;     

:S     012322  zyx . 

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   zarctgxyzyxT  )1ln();;( 2     

в точках  )1;1;0(1M   и   )3;5;0(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jxixyxF

 23);(   вдоль дуги  

плоской кривой :L 2xy  , заключённой между точками  

)1;1(1M  и  )9;3(2M . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   )},17(;9;0{  zyA 


 

:S  часть плоскости  ,1 zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)()3()( 2 kxzjyxzixeA z

   

:S   полная поверхность пирамиды       
;0,0,0,22  zyxzyx  

  3) },3;;{ 2 zxyxA 


 

:S  полная поверхность конуса   ;4,222  zzyx           

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },;{ 33 yxA 


:L   вдоль окружности    ;922  yx  

2) ,2 kxyjxziyzA

  :L











.3

,122 22

zyx

yx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле    

}
)2(

1
;

3

1
;

1

)3(
{

222 yz

x

zzy

x

xyzx

y
A 











     

потенциальным.  В случае положительного ответа найти его 
потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 6 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;);;( 2yzyxzyxU        )1;1;2(0 M ;     :S     xyx 422  . 

 
2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   zxyxzyxT 22 )3ln();;(      

в точках  )2;3;1(1M   и   )0;2;2(2M  . 

3. Найти работу силового поля  jyixyxF

 3cos);(   вдоль дуги  

плоской кривой :L xy sin     между точками  )0;0(1M  и  

)1;2(2 M . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },2;3;{ zyxA 


 

:S  часть плоскости  ,1 zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)32()()cos6( kzyjzeiyxA x

  

:S   полная поверхность цилиндра       

3,0,422  zzyx ; 

  3) },;0;3{ zxA 


 

:S  полная поверхность тела, ограниченного   

,6 22 yxz       ,222 zyx   );0( z          

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},(;{ 3222 yxxyxA 


:L  контур );1;0(),0;1(),0;0( BAOOAB   

2) ,2 2 kyjxziyzA

  :L    












).0(,4

,16

22

222

zyx

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   

}4;;
1

{
2

33 z
z

x
x

z
yxA 


     потенциальным.  В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 7 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;4)131ln(7);;( 2 xyzxzyxU      )1;1;1(0M ;     

:S     7447 222  zyx . 

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   xyzyxzyxT  )2sin();;(     

в точках  )3;2/3;2(1 M   и   )1;4/;0(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jyixyxF

 )1(cos);( 32   вдоль 

дуги  плоской кривой :L xtgy    между точками  )1;4(1 M  и  

)3;3(2 M . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },4;;2{ zyxA 


 

:S  часть плоскости  ,6362  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)()()( 2 kzyjyxixzA

  

:S   полная поверхность цилиндра       

;0),1(22  zzyx  

  3) },;2;4{ zxA 


 

:S  полная поверхность тела, ограниченного   
1223  yx ,    ,63  yx    ;0,0,6  zyzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},2();{( 22 yxxyA 


 :L   ;,222 xyRzx   

2) ,24 kxyjixA

  :L    












).0(,4

),(21

22

22

zyx

yxz
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   

};coscos;sinsin2{ 2 yxzyxxyyxA 


     потенциальным.  

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 8 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;)();;( xzxyarctgzyxU      )1;2;2(0 M ;     

:S     10222  zyx . 

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   )1ln();;( 22  zzyxzyxT     

в точках  )2;1;1(1M   и   )23;2;1(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jxyiyxyxF

 )();( 22   вдоль 

дуги  плоской кривой :L xey    между точками  )1;0(1M  и  

);1(2 eM . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },5;4;{ zyxA 


 

:S  часть плоскости  ,242  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,))(41()()2( kzejyxzixeA xyy

  

:S   сфера  ;32222  yzyx  

  3) )},();(2;0{ zxyzA 


 

:S  полная поверхность тела, ограниченного   

   .0,1,1 2222  zyxzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},3(;{ 2 yxyA 


 :L   










;4

,2

y

xy
 

2) ,2 kzjxiyA

  :L    











.2

,04222

z

xyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле 

}2;;{ 2 zyyz xezexezeyA 


     потенциальным. В 

случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 9 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;)1ln();;( 2 zxyxzyxU      )4;2;1(0 M ;     

:S     164 222  zyx . 

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   )2();;( 2 zyarctgxzyxT      

в точках  )1;1;2(1M   и   )0;2/1;0(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jyixyyxF

 22);(   вдоль дуги  

плоской кривой :L .10,,2  ttytx  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },4);15(;9{ zyxA  


 

:S  часть плоскости  ,622  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)3()( kyxjyeixzA x

  

:S   полная поверхность усечённого конуса  

;5,2,222  xxxzy  

  3) },;2;2{ zyxA 


 

:S  полная поверхность тела, ограниченного   

).0(,0,,1,4, 22  xzzyyxyxy  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},2();{( yxxyA 


    :L   окружность    ;22 xyx   

 

2) ,3 2 kzjxiyA

  :L    











.3

,122

z

yxz
 

6. Проверить, будет ли векторное поле }
1

;
1

;
1

{
2 zxx

y

x
A 


     

потенциальным. В случае положительного ответа найти его 
потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 10 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;);;( 22 zyxzyxU     )1;4;3(0M ;      :S   zyx 2422  . 

 
2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   )ln();;( 22 zyxzyxT      

в точках  )4;3;0(1 M   и   )8;6;1(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jyxiyxyxF

 )()();(   вдоль 

дуги  плоской кривой :L .2/0,sin,cos  ttytx  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },2;2;{ zxA 


 

:S  часть плоскости  ,6623  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)()2()6( 22 kzyjyeixzyA z

  

:S   полная поверхность конуса       

;4,)(9 222  yyzx  

  3) },2;3;{ zyxA 


 

:S  полная поверхность тела, ограниченного   

).(24,)(2 2222 yxzzyx   

 

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },;{ 11   xyA


:L   контур ).2;2(),1;2(),1;1( CBAABC  

2) ,2 2 kxjxziyzA

  :L    












).0(,1

,4

22

222

zyx

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле 

})2(cos2;cos;sin2{sin 1 zxyxxzyA


     потенциальным.  

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 11 

 
14. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  

0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;)();;( xyzyxzyxU     )2;1;1(0 M ;  :S   4222  zyx . 

15. Найти величину и направление вектора наибольшей 
скорости изменения температурного поля   

))22ln();;( xyzyxzyxT      

в точках  )2;1;1(1 M   и   )5;3;0(2 M  . 

16. Найти работу силового поля  jxixxyyxF

 )22()();(   

вдоль дуги  плоской кривой :L xy 2 , заключённой между 

точками )2;1()0;0( и . 

17. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },;3;2{ zxA


 

:S  часть плоскости  ,132  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) kzjyxixxeA

 )4()4(ln)4(  

:S   полная поверхность сферы       ;4222 xzyx   

  3) },3;;2{ zxyxA


 

:S  полная поверхность тела, ограниченного   

.0,1,222  zzzyx  

18. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль L  : 

1) },1;32{ yxA


 :L   окружность  122  yx  

2) ,223 kyjyizA

  :L    











..123

,422

zyx

yx
 

19. Проверить, будет ли векторное поле  

}232;
2

1
;

1
{ z

y

x

y
xA 





     потенциальным.  

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 12 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;44);;( 2zxyzyxU     )0;1;1(0M ;    :S  .22 zyx   

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   )(2);;( 2 yxarctgzzyxT      

в точках  )1;2;1(1 M   и   )0;3;2(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  j
yx

x
i

yx

y
yxF










2222
);(   

вдоль дуги  плоской кривой :L xy 2    между точками  

)2;1(1M  и  ).6;3(2M  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },11;5;1{ zyA 


 

:S  часть плоскости  ,33  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)2()1()58( 2 kzxyjxixyzA

  

:S   полная поверхность цилиндра  

;1,0,922  xxyx  

  3) )},(;;2{ zxzxA 


 

:S  поверхность тела, ограниченного   

.0,,2 2222  zyxzyyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },;{ 22 xyyxA 


 :L   окружность  ;922  yx  

2) ,kyjixzA

  :L    











.1

,9222

z

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле 

};
2

;2
cos

1
{

2

2
2

2 z

y
x

z

y
xz

x
A 


     потенциальным.  В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 13 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;)();;( 3222 zyxzyxU     )4;3;0(0 M ;     

:S  .12 222  zyx  

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 
изменения температурного поля   zxxyzyxT );;(     

в точках  )1;3;4(1 M   и   )3;2;1(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jxiyyxF

);(   вдоль отрезка 

прямой :L 03575  xy    соединяющей точки  )7;0(1M  и  

).0;5(2M  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },17;11;8{ zyxA 


 

:S  часть плоскости  ,632  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)(sin)2()( kzxjyxixzA

  

:S   полная поверхность усечённого конуса  

;7,2,222  zzzyx  

  3) },;;{ zxzA 


 

:S  полная поверхность параболоида   

.4,422  zzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },();{( 2222 yxyxA 


:L   эллипс  ;1)16/()9/( 22  yx  

2) ,kxjyzixA

      :L    











.1

,122

zyx

yx
 

 
6. Проверить, будет ли векторное поле 

}2sin;)1(;2{ 2212 zexyxeA yy  


     потенциальным.   

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 14 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

2222 )1ln();;( zxyxzyxU  ;   )4;0;3(0 M ;    

  :S  .4496 222  zzyxx  

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   
yx

y

y

x
zyxT

z


);;(   

в точках  )2;1;4(1 M   и   )0;4;1(2M  . 

3. Найти работу силового поля  jyxiyxyxF

 )()();(   

вдоль дуги плоской кривой  :L ),0,0(,1)9/( 22  yxyx    

соединяющей точки  )0;1(1M  и  ).3;0(2M  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },8;9;{ zyxA 


        

:S  часть плоскости  ,132  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)9()63(sin)7( kzejyxixyzA x

  

:S   поверхность тела, ограниченного  
;0,0,0,632  zyxzyx  

  3) },;;{ 333 zyxA 


 :S  сфера   .4222  zyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },(;){( 222 yxyxA 


 

:L   контур );5;2(),2;3(),1;1( CBAABC  

2) ,)( 2 kzjxiyxA

     :L    












.8

,04

22

222

zyx

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле 

}
1

2;0;
2

1{
2

2
2

z

x
xz

z

x
zA





     потенциальным.  В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 15 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

)3();;( 2 zyarctgxzyxU  ;   )3/1;1;1(0 M ;    

:S  .6422 yzx   

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   29);;( zxyzyxT    

в точках  )0;1;1(1M   и   )1;2;2(2 M  . 

3. Найти работу силового поля  jxiyyxF

);(   вдоль дуги 

плоской кривой  :L ,3xy     соединяющей  точки  )0;0(1M  и  

).8;2(2M  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },8;2;9{ yxA 


    

 :S   часть плоскости  ,3246  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)91()7()( 22 kzxjyxziyxA

  

:S   полная поверхность конуса  

;0,)3( 222  yyzx  

3) },4);(5);6{( yzxxyA 


  

:S  поверхность тела, ограниченного   

.2,2,,0,22  yxyxyzzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },();{( yxxyyxxyA 


 

 :L   окружность   ;322 yyx   

2) ,223 kyjyizA

     :L    











.1232

,422

zyx

yx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле 

 }3;3;3{ 222 xyzxzyxyzxyA  


     потенциальным.   

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 16 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

3222 )();;( zyxzyxU  ;   )1;1;1(0M ;    .kjil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )
2

1
;

2

1
;2(M : 

./);;(,636)2();;( 22333 xyzzyxVzyxzyxU    

3. Найти работу силового поля  jxyiyxyxF

 22);(   вдоль 

дуги плоской кривой  :L .10,, 3  ttytx  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },5;5;2{ zyxA 


     

:S   часть плоскости  ,6623  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)21()2()23( kzjyzizxA

  

:S   полная поверхность конуса  

;2),(4 222  zyxz  

3) )},3();2();{( yzxyxyzA 


  

:S  поверхность тела, ограниченного   

.1,2,,0,22  xxyxyzzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },;2{ 2xxyA 


 

 :L   граница области   ;1,4/2  yxy  

 

2) ,334 kxzjxiA

         :L    











.3

,222

z

zyx
 

 
6. Проверить, будет ли векторное поле     

}5;;2{ 222 zyxyxA 


     потенциальным.  В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 17 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

)(2);;( 2 yxarctgzzyxU  ;   )2;2;1(0 M ;    

.22 kjil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )
2

3
;

3

1
;2(M : 

.);;(,
3664

);;( 23xyzzyxV
zyx

zyxU    

3. Найти работу силового поля  jxeixyeyxF xx 
 )()();(   

вдоль дуги плоской кривой  :L xy sin  между точками  (0;  0)  

и  ( ;  0). 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   )},24(;)2/(;{ zyxA  


    

:S   часть плоскости  ,123412  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)2()2(sin)7(ln kzejyzixyA y

  

:S   сфера  ;2222 xyxz   

3) },3;);2{( xyzyA 


  

:S  поверхность тела, ограниченного   

),0(,),(2273 22222  zyxzyxz  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) },4);2{( xyxA 


 

 :L   контур треугольника   ;0,0,42  yxyx  

2) ,4 kxjyzixA

        :L    











.1

,122

zyx

yx
 

 

6. Проверить, будет ли векторное поле   };;{ xyxzyzA 


  

потенциальным.  
В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 18 

1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

     xyzyxzyxU  )2sin();;( ;   )3;
2

3
;

2
(0


M ;    .34 jil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )
2

1
;

2

3
;

3

2
(M : 

34

6

2

32
);;(

zyx
zyxU     и   

2

3

);;(
x

y
zyxV  . 

3. Найти работу силового поля  jxiyxyyxF

 )();( 2   вдоль 

дуги плоской кривой :L 22xy   между точками (0;  0) и (1;  2). 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },;;2{ zyxA 


     

:S   часть плоскости  ,6236  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)( kyizxA

  

:S   полная поверхность тела, ограниченного 

поверхностями  ;,8 2222 yxzyxz   

3) )},2(;
4

;
2

{ 


 xy
yxzzx

A


 :S  полная 

поверхность  сферы   .8424222  zyxzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},();{( 2222 yxyxA 


 

 :L   граница области   ;0,0,122  yxyx  

2) ,)1( kzjxiyA

    :L  












).0(,1

,4

22

222

zyx

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   

}
1

)(
;

1

)(
{

2

2

2

2

yyx

x

xyx

y
A 








  потенциальным. В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 19 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

)1ln();;( 22  zzyxzyxU ;   )2;1;1(0M ;    

.5265 kjil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )
2

3
;2;2(M : 

322
);;(

333 zyx
zyxU     и   

32

2

);;(
zy

x
zyxV  . 

3. Найти работу силового поля  jxyiyyxF

 2);(   вдоль дуги 

эллипса  :L .20,sin,cos  ttbytax  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   )},21(;;0{ zyA  


     

:S   часть плоскости  ,121243  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)2(sin)3(sin)2(sin kzyjyzixzA

  

:S   полная поверхность усечённого конуса  

;6,3,222  yyzxy  

3) )},();23();32{( zyxzxzyA 


   

:S  полная поверхность  тела   

.0,4,122  zyxzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1) )},(sin);cos1({ yyeyeA xx 


 

 :L   вдоль замкнутой линии  
;0,0,sin  xyxy  

2) kzjxiyA

 2 ,   :L    











.4

,1)(3 22

z

yxz
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   };;{ 223 zyyzeA x


  

потенциальным. В случае положительного ответа найти его 
потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 20 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

zarctgyyxzyxU  2);;( ;   )1;2;3(0 M ;    .34 kil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке 

)3/1;2/1;2(M : 

222 3);;( zyxzyxU    и   
2

);;(
yz

x
zyxV  . 

3. Найти работу силового поля  jyxiyyxF

 )/();(   вдоль дуги 

кривой  :L ,xey   между точками   (0;  1)  и  ( );1 e . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },8;3;1{ zyA 


    

:S   часть плоскости  ,242  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)4()211()65( 22 kzxjyxiyxA

  

:S   полная поверхность пирамиды  
;0,0,0,22  zyxzyx  

3) },;;{ 222 zxyzxyA 


 

 :S   полная поверхность тела  

).0(,0,1222  zzzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1)  },;{ 33 yxA 


 

  :L  периметр прямоугольника  
;9,3,5,2  yyxx   

2) kjiyA


 2 ,   :L    










.1

,222

z

yxz
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   

}6

1

;2

1

{
2222

y

yx

x
x

yx

y
A 










  потенциальным.  

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 21 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

        )ln();;( 22 zyxzyxU  ;   )4;3;1(0 M ;    .2 kjil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )6/1;2;1(M , 

если 

222 23)2/(23);;( zyxzyxU    и   
2

2

);;(
z

xy
zyxV  . 

3. Найти работу силового поля  jxiyyxF

 22);(   вдоль 

первой арки циклоиды  :L )cos1(2),sin(2 tyttx   . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },7);27(;2{ zyxA  


    

:S   часть плоскости  ,6236  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)53(3)( 5 kxzjxiyzA

  

:S   полная поверхность цилиндра   

;4,1,422  xxyx  

3) },2;2;{ 2zyzyA 


 

 :S   полная поверхность тела   

.0,122  zzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1)  )},92();63{( 223 yxxxyyA 


   

:L  замкнутая линия   ;8,2 2  xyx  

2) kzjxiyA

 23 ,  :L    












).0(,1

,9

22

222

zyx

yxz
 

 
6. Проверить, будет ли векторное поле   

}34;;3{ 24 zxyyxA 


  потенциальным. В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 22 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

yx

yz

y

x
zyxU


);;( ;   )2;1;4(0 M ;    .2 kil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )6/1;3/1;2(M , 

если 

zyx
zyxU

3

1

9

224
);;(    и   

2

1
);;(

xzy
zyxV  . 

3. Найти работу силового поля  jxiyyxF

 sinsin);(   вдоль 

отрезка прямой между точками     );0(  и     ).0;(  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону  
внешней нормали: 

1)   },2;;2{ zyxA 


    

:S   часть плоскости  ,224  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)51()()( 22 kzxjyxziyxA

  

:S   полная поверхность параболоида   

;1,522  xxyx  

3) },;;{ xzyzxyA 


 

 :S   полная поверхность тела   

).0(,,16 222222  zzyxzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль   L  : 

1)  )},(;){( 222 yxyxA 


  :L  контур 

параллелограмма   .3,1,2,  xxxyxy  

2) kjxiyxA

 6)( ,   :L    











.2

,122

z

yx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле   

}
34

;
23

;
42

{
222 x

y

xy

x

zx

z

y
A 


  потенциальным. В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 23 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

zxxyzyxU /);;(  ;   )1;3;4(0 M ;    .5 kjil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )6/1;3/1;1(M , 

если 

222 69);;( zyxzyxU    и   
xzy

zyxV
1

);;(  . 

3. Найти работу силового поля  jxxiyxyyxF

 )()2();( 2   

вдоль дуги плоской кривой    )0(,4: 22  yyxL   

между точками  )0;2( и    ).0;2(  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   )},21(;62;)121{( zyxA  


    

:S   часть плоскости  ,62348  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)11()5()8( kzejyzxixzeA xyy

  

:S   сфера    ;42222 zyzyx   

3) },2;3);3{( zyzyxA 


 

 :S   полная поверхность тела   

.2,22 yzzyx   

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль   L  : 

1)  )},23();{( 2 yxyxA 


   

:L  контур треугольника   .4,,  yxyxy  

2) kxzjyzixyA

 )2( ,  :L    











.4

,422

zyx

yx
 

 
6. Проверить, будет ли векторное поле 

)}sin();cos();cos({ xyxyzxxyzyA 


  потенциальным. В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 24 

1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

223);;( zyxzyxU  ;   )4;3;1(0 M ;    .kjl


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )2/3;2;2(M , 

если 

)3/8()2/()2/();;( 333 zyxzyxU    и   
2

32

);;(
x

zy
zyxV  . 

3. Найти работу поля  jyxyiyxxyxF

 )()();( 2222   

вдоль дуги плоской кривой 
)0;0(,sin4,cos4:  yxtytxL   

между точками  )0;4( и    ).4;0(  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },3;;0{ zyA 


    

:S   часть плоскости  ,222  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)5ln()(cos)72( 2 kzyxjyzixyzA

  

:S   полная поверхность усечённого конуса    

;4,1,)5( 222  xxxzy  

3) },;2;3{ yxxzA 


 

 :S   полная поверхность тела, ограниченного 
поверхностями   

.0,0,0,1,2  zyxxzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль   L  : 

1) )},cos2());1ln({( yxxyA 


 :L  замкнутая   ., 22 yxxy   

2) kxyjxziyzA

 ,  :L    












.9

,9

22

222

yx

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле 
222 zyx

kzjyix
A









  

потенциальным. В случае положительного ответа найти его 
потенциал. 

 



 57 

 
Скалярные и векторные поля     Вариант 25 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

22);;( zxyyxzyxU  ;   )2;5;1(0 M ;    .22 kjl


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке )2/3;3/1;2(M , 

если 
222 23)23();;( zyxzyxU      и     32);;( zyxzyxV  . 

3. Найти работу силового поля  jxixyyxF

 2)/();(   вдоль 

дуги плоской кривой    exxyL  1,ln:  . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },6);19(;)13{( zyxA  


    

:S   часть плоскости  ,182618  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)()()2( 22 kzyxjyxeixyzA z

  

:S   полная поверхность пирамиды   
;0,0,0,1  zyxzxy  

3) },);3(;{ zxyzA 


 

 :S   полная поверхность тела, ограниченного 
поверхностями   

.0,1,2 2222  zyxzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль контура  
L  : 

1)  )},1();1({ 22 yxxyA 


   

:L  замкнутый контур   .,1 22 xyxy   

2) kzjyzixA

 22 ,   :L    











.4

,25222

z

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле };;3{ 332 yxzxzyxA 


  

потенциальным. В случае положительного ответа найти его 
потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 26 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в 

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

;8)3ln(4);;( 2 xyzxzyxU      )1;1;1(0M ;    

 :S  122 222  zyx . 

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 
изменения температурного поля   )(ln);;( zarctgyxzyxT     в 

точках  )1;1;2(1 M  и  )0;;(2 eeM   . 

3. Найти работу силового поля  jyixyxF

 )1();( 22   вдоль 

дуги плоской кривой  1: xyL , соединяющей точки  )1;1(1M  и  

)41;4(2M . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   )},1(;0;{  zxA 


 

:S  часть плоскости  ,62312  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,))(41()()2( kzejyxzixeA xyy

  

:S   сфера  ;32222  yzyx  

  3) },;2;2{ zyxA 


 

:S  полная поверхность тела, ограниченного   

).0(,0,,1,4, 22  xzzyyxyxy     

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль  L  : 

1) },;{ 33 yxA 


 

 :L   вдоль окружности    ;922  yx  

2) ,24 kxyjixA

   :L    












).0(,4

),(21

22

22

zyx

yxz
 

6. Проверить, будет ли векторное поле  потенциальным: 

}4;;
1

{
2

33 z
z

x
x

z
yxA 


 .   

В случае положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 27 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора нормали к поверхности  S  , образующего 
острый угол с положительным направлением оси  OZ  : 

2222 )1ln();;( zxyxzyxU  ;   )4;0;3(0 M ;    

  :S  .4496 222  zzyxx  

2. Найти величину и направление вектора наибольшей скорости 

изменения температурного поля   
yx

y

y

x
zyxT

z


);;(   

в точках  )2;1;4(1 M   и   )0;4;1(2M  . 

3. Найти работу силового поля  jyxiyxyxF

 )()();(   

вдоль дуги плоской кривой  :L ),0,0(,1)9/( 22  yxyx    

соединяющей точки  )0;1(1M  и  ).3;0(2M  

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },8;9;{ zyxA 


        

:S  часть плоскости  ,132  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)9()63(sin)7( kzejyxixyzA x

  

:S   поверхность тела, ограниченного  
;0,0,0,632  zyxzyx  

  3) },;;{ 333 zyxA 


 :S  сфера   .4222  zyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль   L  : 

1) },(;){( 222 yxyxA 


 

:L   контур );5;2(),2;3(),1;1( CBAABC  

2) ,)( 2 kzjxiyxA

     :L    












.8

,04

22

222

zyx

zyx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле 

}
1

2;0;
2

1{
2

2
2

z

x
xz

z

x
zA





     потенциальным.  В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
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Скалярные и векторные поля     Вариант 28 

 
1. Найти производную скалярного поля  );;( zyxU   в точке  0M   в  

направлении вектора  l

: 

)1ln();;( 22  zzyxzyxU ;   )2;1;1(0M ;    

.5265 kjil


   

2. Найти угол между  Ugrad   и  Vgrad в точке 

)3/1;2/1;2(M : 

222 3);;( zyxzyxU    и   
2

);;(
yz

x
zyxV  . 

3. Найти работу силового поля  jxiyyxF

 22);(   вдоль 

первой арки циклоиды  :L )cos1(2),sin(2 tyttx   . 

4. Найти поток векторного поля  A


  через поверхность  S   в 
сторону внешней нормали: 

1)   },2;;2{ zyxA 


    

:S   часть плоскости  ,224  zyx   

вырезанной координатными плоскостями; 

  2) ,)()2()6( 22 kzyjyeixzyA z

  

:S   полная поверхность конуса       

;4,)(9 222  yyzx  

  3) },23;;{ 2 zxyxA 


 

:S  поверхность тела, ограниченного   

.0,1,222  zzzyx  

5. Найти модуль циркуляции векторного поля  A


  вдоль   L  : 

1) },(;){( 222 yxyxA 


 

 :L   контур  );5;2(),2;3(),1;1( CBAABC  

2) ,223 kyjyizA

     :L    











.1232

,422

zyx

yx
 

6. Проверить, будет ли векторное поле     

}5;;2{ 222 zyxyxA 


     потенциальным.  В случае 

положительного ответа найти его потенциал. 
 
 

 


