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ОБЩИЕ ТРЕБОВАНИЯ  
К ВЫПОЛНЕНИЮ КУРСОВЫХ РАБОТ 

 
Программа курса ''Сопротивление материалов'' для студентов заоч-

ной формы обучения машиностроительных специальностей предусматри-
вает выполнение контрольной работы в первом семестре обучения и кур-
совой работы во втором. Контрольная работа включает задания № 1 – 3, 
курсовая работа – задания № 4, 5. Каждый студент выполняет курсовые 
(контрольные) работы в соответствии с индивидуальным шифром, состоя-
щим из четырех цифр. Шифр выдается преподавателем в период устано-
вочной сессии. 

Курсовую работу выполняют на одной стороне листа белой бумаги 
формата А 4; для выполнения чертежей допускается формат А 3, склады-
ваемый до формата А 4. 

Текстовая часть курсовой работы состоит из титульного листа       
(см. прил. 1) и пояснительной записки, включающей подробное описание 
выполнения каждого задания соответствующей курсовой работы. Обяза-
тельными являются чертеж условия и исходные данные, выбранные в со-
ответствии с индивидуальным шифром. Текстовую часть работы можно 
выполнять как рукописно, пастой темного цвета, так и на ПЭВМ. 

Все схемы и рисунки выполняются только карандашом с помощью 
чертежных инструментов и с соблюдением выбранных масштабов изобра-
жения. Нумерация листов курсовой работы сквозная. 

Во время защиты курсовой (контрольной) работы студент должен 
показать понимание соответствующей темы и уметь отвечать на вопросы, 
перечень которых представлен после каждого задания. 
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Задание № 1 
 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ 
ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ СТЕРЖНЯ 

 
Задача 1. Для сложного симметричного поперечного сечения стерж-

ня (рис. 1) требуется: 
1. Начертить поперечное сечение в масштабе. 
2. Определить положение центра тяжести и показать систему цен-

тральных осей ( cz – горизонтальная ось, cy – вертикальная ось). 

3. Вычислить величины осевых моментов инерции  czJ  и cyJ отно-

сительно найденных в п. 2 центральных осей. 
4. Указать главные центральные оси u, v, учитывая симметрию за-

данного сечения. 
5. Записать величины осевых моментов инерции uJ , vJ  относитель-

но главных центральных осей. 
Данные для расчета и номер схемы взять из табл. 1 по индивидуаль-

ному шифру, выданному преподавателем. 
 
Задача 2. Для сложного несимметричного поперечного сечения   

(рис. 2) требуется: 
1. Определить положение центра тяжести и показать систему цен-

тральных осей ( cz – горизонтальная ось, cy – вертикальная ось). 

2. Вычислить величины осевых моментов инерции czJ , cyJ  относи-

тельно найденных центральных осей и центробежный момент инерции 

сc уzJ . 

3. Определить положение главных центральных осей u, v. 
4. Вычислить величины осевых моментов инерции uJ  и vJ  относи-

тельно главных центральных осей. 
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Данные для расчета и номер схемы взять из табл. 2 по шифру, вы-
данному преподавателем. 

 
Таблица 1 

 
I II III IV Шифр 

варианта Номер схемы а, мм b, мм с, мм 
1 5 60 46 80 
2 3 45 52 70 
3 7 50 56           100 
4 9 40 38 85 
5 6 35 54 50 
6 2 55 45 90 
7 4 48 50 65 
8 10 54 35 95 
9 1 42 60 75 
0 8 58 40 60 

 
Таблица 2 

 

I II III IV 
Шифр 
варианта Номер 

схемы 
Номер 
двутавра 

Номер 
швеллера 

Уголок равно-
полочный (мм) 

Уголок неравно-
полочный (мм) 

1 10 20 18 50×50×5 75×50×5 
2 9 22 16 70×70×6 90×56×6 
3 8 24 14 75×75×5 100×63×6 
4 7 27 12 80×80×6 110×70×8 
5 6 18 10 90×90×8 125×80×7 
6 1 16 20 100×100×8 140×90×10 
7 2 14 22 63×63×6 160×100×12 
8 3 12 24 56×56×4 100×63×8 
9 4 33 27 80×80×7 180×110×10 
0 5 36 30 75×75×6 125×80×10 

 
Примечание. Размеры двутавров даны по сортаменту ГОСТ 8239-89; швеллеров – 

по ГОСТ 8240-89; уголков равнополочных – по ГОСТ 8509-86; уголков неравнополоч-
ных – по ГОСТ 8510-86 (см. прил. 3, 4, 5, 6). 
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Рис. 1 
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Указания к выполнению задания № 1 
 
Определение геометрических характеристик плоских сечений стерж-

ня рекомендуется выполнять в следующем порядке. 
1. Начертить поперечное сечение в масштабе. 
2. Разбить сложное сечение на ряд простых фигур, для которых из-

вестны положение центра тяжести и геометрические характеристики. 
3. Показать центры тяжести простых фигур; провести в каждой фи-

гуре центральные оси (
icz – горизонтальные оси, 

icy – вертикальные оси) 

и выбрать оси вспомогательной системы координат, относительно которой 
будут проводиться вычисления. 

4. Найти координаты центра тяжести заданной фигуры по формулам:  
 

n

cncc

i

ci
c AAA
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A
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z ni
+++

+++
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∑
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…
…
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n
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i
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y ni
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∑
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21
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…
…

, 

 
где iA  – площадь i-й простой фигуры; 

icz и 
icy – координаты центра тяже-

сти i-й фигуры в выбранной вспомогательной системе координат. Сумми-
рование проводится по количеству фигур разбиения (i = 1, …, п). Необхо-
димо помнить, что суммирование алгебраическое, то есть для фигур, изо-
бражающих отверстия и выемки, площади считаются отрицательными. 

5. Провести через найденный центр тяжести С всего сечения  цен-
тральные оси заданного сечения cz  и cy . 

6. С помощью зависимостей о параллельном переносе осей вычис-
лить осевые моменты инерции сечения относительно центральных осей cz  

и cy , а именно: 

( )2

1
c ci

n
z z i i

i
J J a A

=
= +∑ ,       

  ( )∑
=

+=
n

i
iiyy AbJJ

icc
1

2 . 
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Для несимметричного сечения вычислить центробежный момент 
инерции 

( )∑
=

+=
n

i
iiiyzyz AbaJJ

iciccc
1

, 

где ia  – расстояние между горизонтальными параллельными осями 
icz и 

cz ; ib  – расстояние между вертикальными параллельными осями 
icy и  

cy . Расстояния вычисляются относительно центральной системы коорди-

нат cc yz , то есть учитывают знаки величин ia  и ib . 

Для симметричной фигуры значение центробежного момента инер-
ции 0=cc yzJ , если хотя бы одна из осей ( cz  или cy ) совпадает с осью 

симметрии. 
7. Найти  положение  главных  центральных осей   u  и  v (осей max и 

min)  по формуле 
cc

cc

zy

yz
JJ

J
−

=α
2

2tg 0 , где 0α  – угол поворота главных осей 

относительно центральных. Ось максимума всегда составляет меньший 
угол с той из осей (zc или yc), относительно которой осевой момент инер-
ции имеет большее значение. (Если cc yz JJ > , то угол 0α  откладывается 

от оси cz ). Положительный угол 0α  откладывается от соответствующей 

центральной оси против хода часовой стрелки. 
8. Найти величины главных центральных моментов инерции uJ  и vJ  

по формуле ( ) 22

min
max 4

2
1

2 cccc
cc

yzyz
yz JJJ

JJ
J +−±

+
= . Знак плюс от-

носится к вычислению максимального момента инерции maxJ , знак минус – 
к вычислению minJ . 

9. Выполнить проверку правильности вычислений по формулам: 
vuyz JJJJ cc +=+ ,    

02cos2sin
2 00 =α+α
−

= cc
cc

yz
yz

uv J
JJ

J . 

Замечание. Если сечение состоит из прокатных профилей (см. зада-
чу № 2), то необходимо пользоваться данными таблиц сортамента. При 
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определении центробежного момента инерции уголка (равнополочного 
или неравнополочного) относительно осей, одна из которых является гори-
зонтальной, а другая – вертикальной, можно пользоваться формулами: 

– для равнополочного уголка        
2

min0max0 yx
zy

JJ
J

−
±= , 

– для неравнополочного уголка    
α

−
±=

tg
minuy

zy
JJ

J ,  

где знак (плюс или минус) окончательно определяется по знаку большей 
площади, занимаемой данной фигурой в системе собственных централь-
ных осей координат.  
 

 
Вопросы для самоконтроля 

 

1. Что называется статическим моментом сечения относительно оси? 
Какова его размерность? 

2. Что называется осевым, полярным и центробежным моментом 
инерции сечения? Какова размерность моментов инерции? 

3. Как определяют координаты центра тяжести простого и сложного 
сечения? 

4. Какие моменты инерции всегда положительны? 
5. Для каких фигур и относительно каких осей центробежный мо-

мент инерции равен нулю? 
6. Какие оси называют центральными, главными центральными? 
7. Как определяют положение главных осей? 
8. В каких случаях без вычисления можно установить положение 

главных осей? 
9. Запишите зависимости для осевого и центробежного моментов 

инерции при параллельном переносе осей. 
10. В какой последовательности определяют значения главных цен-

тральных моментов инерции сложного сечения? 
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Задание № 2 
 

ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ СИЛОВЫХ ФАКТОРОВ.  
РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ 

 
Задача 1. Для заданного стержня (рис. 3) требуется: 
1. Изобразить расчетную схему стержня. 
2. Построить эпюры продольной силы xN  и нормального напряжения xσ . 

3. Из условия прочности подобрать площадь поперечного сечения 
стержня  А. 

Исходные данные и схему стержня взять из табл. 3 по шифру, вы-
данному преподавателем.  

 
Таблица 3 

 

I II III IV 
Шифр 
варианта Номер 

схемы 
F1, 
кН 

F2, 
кН 

q, 
кН/м 

a, 
м 

[σ],  
МПа 

1 5 10 42 10 0,40  10 
2 6 15 46 12 0,42  12 
3 7 20 50 14 0,44  14 
4 8 45 34 16 0,46  16 
5 9 35 20   8 0,30  18 
6     10 30 14   6 0,32 100 
7 1 16 30   4 0,34 110 
8 2 24 40 18 0,36 120 
9 3 32 25   5 0,38 130 
0 4 26 60 15 0,40 140 

 
Задача 2. Для заданного вала круглого поперечного сечения (рис. 4) 

требуется: 
1. Изобразить расчетную схему вала. 
2. Построить эпюры крутящего момента Мх и максимального каса-

тельного напряжения τх. 
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3. Из условия прочности подобрать диаметр d круглого поперечного 
сечения, округлив полученную величину до ближайшего стандартного 
диаметра (30, 35, 40, 45, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 125, 140, 160, 180, 200 мм). 

Данные для расчета и схему вала взять из табл. 4 по шифру, выдан-
ному преподавателем. 

 
Таблица 4 

 
I II III IV 

Шифр 
варианта Номер 

схемы 
М1, 
кН⋅м 

М2, 
кН⋅м 

М3, 
кН⋅м 

М4, 
кН⋅м 

a, м b, м c, м [τ], 
МПа 

1 5 1,1 1,3 2,0 1,8 0,20 0,16 0,14 70 
2 6 1,2 1,4 1,9 1,6 0,19 0,11 0,20 80 
3    10 1,3 1,5 1,8 1,7 0,18 0,20 0,12 65 
4 9 1,4 2,0 1,6 1,4 0,17 0,10 0,16 60 
5 1 1,5 1,7 1,5 1,2 0,16 0,18 0,15 35 
6 2 1,6 1,2 1,7 1,3 0,15 0,11 0,18 40 
7 4 1,7 1,1 1,4 2,0 0,14 0,12 0,11 45 
8 3 1,8 1,8 1,3 1,9 0,13 0,10 0,12 50 
9 7 1,9 1,9 1,2 1,1 0,12 0,14 0,16 55 
0 8 2,0 1,6 1,1 1,5 0,11 0,15 0,13 75 

 
Задача 3. Для заданных двух схем балок шарнирно-консольной и 

консольной (рис. 5, а, б) требуется: 
1. Изобразить расчетную схему каждой балки. 

2. Построить эпюры изгибающего момента Mz на сжатых волокнах и 

поперечной силы Qy. 
3. Из условия прочности подобрать:  
а) для схемы (а) стальную балку двутаврового поперечного сече-

ния при [σ] = 160 МПа; 

б) для схемы (б) деревянную балку круглого поперечного сечения. 
Принять допускаемое напряжение при сжатии [σсж] = 12 МПа, допускае-
мое напряжение при растяжении [σр] = 8 МПа. 
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Данные для расчета и схемы балок приведены в табл. 5. 
 

Таблица 5 
 

I II III IV 
Шифр 
варианта 

Номер 
схемы 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

F, 
кН 

 M, кН⋅м 
 q, 
кН/м 

1 10 1,0 0,8 2,0 15 10 30 
2 9 1,2 0,9 1,8 17 12 28 
3 8 1,4 1,0 1,6 19 14 26 
4 7 1,3 1,1 1,4 10 16 24 
5 6 1,1 1,4 1,7 12 18 22 
6 1 1,6 1,3 1,9 14 20 20 
7 2 1,5 1,2 1,5 16 12 32 
8 3 2,0 0,7 1,1 13 16 20 
9 4 1,9 0,6 1,2 18 14 34 
0 5 1,8 1,5 1,0 20 18 36 

 

 
 

Указания к выполнению задания №  2 
 

В данном задании рассматривается построение эпюр внутренних си-
ловых факторов и расчет на прочность при центральном растяжении-
сжатии (задача 1), при кручении (задача 2) и при плоском поперечном из-
гибе (задача 3). 

Внутренними силовыми факторами являются: продольная сила xN  

при центральном растяжении-сжатии; крутящий момент Мх при кручении; 

изгибающий момент zM  и поперечная сила yQ при плоском поперечном 

изгибе. Внутренние силовые факторы находят методом сечений. 
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Рис. 4 
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Рис. 5 
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Рис. 5. Окончание 
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Рекомендуется следующий порядок выполнения каждой задачи. 
1. Определить реакции опор. 
2. Разбить рассматриваемый стержень на участки так, чтобы в пределах 

каждого участка разбиения характер внешней нагрузки и площадь попереч-
ного сечения не менялись. 

3. Для каждого участка составить выражения xN  (задача  1), xM  (за-
дача 2), zM  и yQ  (задача 3) и построить соответствующие эпюры. Эпюры 

строят на базисных линиях, параллельных оси заданного стержня (балки). 
Располагают эпюры непосредственно под расчетными схемами. 

4. В задачах 1 и 2 построить эпюры напряжений для каждого i-го уча-
стка: 

– нормальных напряжений 
i

ix

ix A

N
=σ , где iA  – искомая площадь по-

перечного сечения на i-м участке; 

– максимальных касательных напряжений 
р

x
W
M i

i =τmax , где рW – по-

лярный момент сопротивления. Для круглого сечения 
16

3dWр
π

= . 

5. Определить искомые характеристики поперечного сечения из усло-
вия прочности по методу допускаемых напряжений: 

– при растяжении-сжатии [ ]σ≤=σ
i

x
A

N
i

max
max , 

– при кручении [ ]τ≤=τ
р

x
W

M
i

max
max , 

– при изгибе [ ]σ≤=σ
z

z
W

M
i

max
max , где Wz – осевой момент сопро-

тивления. 
Если материал по-разному сопротивляется сжатию и растяжению 

(хрупкий материал), то [σсж] ≠ [σр] и условие прочности следует писать в ви-
де системы неравенств 

[ ]

p
maxp

pmax

сж
maxcж

сжmax .

i

i

z

z

z

z

M

W
M

W

⎧
⎪ ⎡ ⎤σ ≤ ≤ σ⎣ ⎦⎪⎪
⎨
⎪
σ ≤ ≤ σ⎪

⎪⎩
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Какие случаи деформации стержня называют центральным растя-

жением или сжатием? 
2. Как вычисляют значение продольной силы и нормальные напряже-

ния в произвольном поперечном сечении стержня? Какова их размерность? 
3. Как строят эпюры продольных сил и нормальных напряжений? 
4. Записать условие прочности при центральном растяжении-сжатии. 
5. Какой вид деформации называют прямым поперечным изгибом? 
6. Какой вид деформации называют кручением? 
7. Что называют моментом сопротивления сечения, жесткостью се-

чения при кручении? 
8. Как найти диаметр вала, удовлетворяющий условию прочности 

при кручении? 
9. Какие внутренние силовые факторы возникают в поперечном се-

чении стержня в общем случае действия на него плоской системы сил? 
10. Какие правила знаков приняты для каждого из внутренних сило-

вых факторов? 
11. Какие типы опор применяют для крепления балок к основанию? 
12. Перечислить основные зависимости эпюр внутренних силовых 

факторов от внешней нагрузки. 
13. Записать условие прочности балок при прямом поперечном изгибе 

по методу допускаемых напряжений. 
 
 

Задание № 3 
 

СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
 

Задача 1. Для балки с поперечным сечением в виде прямоугольника 

с соотношением размеров k
b
h
=  (h – высота, b – ширина),  нагруженной 

силами и моментами, действующими в вертикальной и горизонтальной 
плоскостях (рис. 6), требуется: 

1. Изобразить расчетную схему балки, вычертить поперечное сече-
ние в относительном масштабе. 

2. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов в 
главных плоскостях балки ху и xz. 

3. Найти опасные сечения балки. 
4. Определить положение нейтральной линии в каждом из опасных 

сечений балки и найти опасные точки в этих сечениях. 
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5. Из условия прочности по нормальным напряжениям определить 
размеры поперечного сечения балки. При расчете принять допускаемое 
напряжение [ ] 160=σ МПа. 

6. Построить эпюру нормальных напряжений в опасном сечении. 
Схему балки, данные для расчета взять из табл. 6 по шифру, выдан-

ному преподавателем. 
 

Таблица 6 
 

I II III IV Шифр  
вари-
анта 

Номер 
схемы а, м с, м k F1, кН F2, кН q, кН/м М, кН⋅м 

1 1 1,2 1,5 1,5 8 12 18 5 
2 2 1,4 1,8 1,8 12 10 20 7 
3 3 1,5 2,0 2,0 10 8 12 9 
4 4 1,0 1,4 1,6 16 20 8 10 
5 5 0,8 1,2 2,2 14 16 6 12 
6 6 1,6 1,6 0,75 18 15 4 18 
7 7 1,2 1,0 0,5 20 12 10 8 
8 8 1,5 1,5 0,4 24 18 9 6 
9 9 1,4 1,6 0,6 15 20 12 4 
0 10 1,0 1,4 0,8 12 16 8 15 

 
Указания к выполнению задачи 1 

 

В данной задаче рассматривается косой (сложный) изгиб балки. Ре-
комендуется следующий порядок расчета. 

1. Изобразить расчетную схему балки согласно исходным данным с 
указанием размеров и нагрузки. Вычертить поперечное сечение в масшта-

бе с учетом соотношения k
b
h
= . 

2. Построить эпюры внутренних силовых факторов отдельно: 
– в плоскости ху – эпюры поперечной силы Qy и изгибающего момента Мz; 
– в плоскости xz – эпюры поперечной силы Qz  и изгибающего момента Му. 
Эпюры изгибающих моментов строить на сжатых волокнах балки. 

3. По эпюрам изгибающих моментов Мz и Му найти опасные сечения 
балки:  

– сечение I с максимальным моментом Мz и соответствующим ему 
моментом Му; 
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Поперечное сечение балки 
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– сечение II с максимальным моментом Му и соответствующим ему 
моментом Мz. 

4. Определить положение нейтральной линии в опасных сечениях 
балки. Нейтральная линия составляет с осью z поперечного сечения балки 
угол β, который находится из выражения:  

tg y z
z y

M J
M J

β = . 

Нейтральная линия проходит через те четверти системы осей zy в 
поперечном сечении, в которых нормальные напряжения, вызванные мо-
ментами Мz и Му, имеют разные знаки. Знаки нормальных напряжений в 
четвертях системы осей zy можно определить по эпюрам Мz и Му, учиты-
вая, что эти эпюры построены на сжатых волокнах, то есть на той грани 
балки, на которой построена эпюра, возникает сжатие, а напряжения име-
ют отрицательный знак. 

Опасные точки в опасных сечениях найдем как наиболее удаленные 
от нейтральной линии. Для прямоугольного сечения это будут угловые 
точки. В опасных точках нормальные напряжения от обоих изгибающих 
моментов имеют одинаковые знаки. 

5. Из условия прочности по нормальным напряжениям найти разме-
ры поперечного сечения для каждого из предполагаемых опасных сечений. 
Из полученных размеров окончательно выбрать наибольший. Условие 
прочности при косом изгибе 

[ ]σ≤+=σ оп.топ.топ.т z
J
M

y
J
M

y

y

z

z , 

где σоп.т – нормальное напряжение в опасной точке; уоп.т, zоп.т – координа-
ты опасной точки в системе осей zy. 

6. Вычертить опасное сечение в масштабе с найденными размерами b 
и h. В опасном сечении показать положение нейтральной линии, знаки 
нормальных напряжений, опасные точки. Построить эпюру нормальных 
напряжений в опасном сечении. Ось эпюры провести перпендикулярно 
нейтральной линии. От этой оси отложить ординаты, равные в соответст-
вующем масштабе нормальным напряжениям в точках поперечного сече-
ния. При этом наибольшее напряжение в опасных сечениях при рассчи-
танных выше значениях b и h должно быть равно 

  

[ ]σ=+=σ
y

y

z
z

W
M

W
M

max . 
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Задача 2. На вал (рис. 7) насажены шкивы А и В, через которые пе-
рекинуты приводные ремни, имеющие натяжения Т1 и t1, T2 и t2. Диаметры 
шкивов D1 и D2 соответственно. Вал вращается в подшипниках С и D без 
трения; собственным весом вала и шкивов пренебрегаем. Шкивы имеют 
углы наклона ветвей ремня к горизонту α1 и α2 (рис. 8). Вал делает п обо-
ротов в минуту и передает мощность N, кВт, требуется: 

1. Определить моменты, приложенные к шкивам, по заданным п и N. 
2. Построить эпюру крутящих моментов крМ . 

3. Определить окружные усилия t1 и t2, действующие на шкивы, по 
найденным моментам и заданным диаметрам шкивов D1 и D2. 

4. Определить давления со стороны ремня на вал, принимая их рав-
ными трем окружным усилиям ti, i = 1, 2. 

5. Определить силы, изгибающие вал в вертикальной и горизонталь-
ной плоскостях. 

6. Построить эпюры изгибающих моментов Му от горизонтальных 
сил и Мz  от вертикальных сил. 

7. Построить эпюру суммарных изгибающих моментов. 
8. Найти опасное сечение и определить максимальный приведенный 

момент Mmax  (по третьей теории прочности). 
9. Подобрать диаметр вала d при [σ] = 120 МПа и округлить его зна-

чение до стандартного (см. задачу 2 задания № 2). 
Исходные данные и схему вала взять из табл. 7 по шифру, выданно-

му преподавателем. 
 

Таблица 7 
 

I II III IV Шифр 
вари-
анта 

Номер 
схемы 

п,  
об/мин 

N, 
кВТ а, м b, м c, м D1, м D2, м α1,° α2,° 

0 5 100 10 0,20 0,32 0,18 0,4 0,8  0 90 
1 6 200 20 0,25 0,35 0,20 0,6 0,9 10 80 
2 3 300 30 0,24 0,30 0,22 0,8 0,7 20 70 
3 4 400 40 0,32 0,28 0,16 1,0 0,6 30 60 
4 9 500 50 0,28 0,34 0,20 0,5 0,5 40 50 
5 10 600 60 0,30 0,26 0,18 0,4 1,0 50 40 
6 8 700 70 0,35 0,25 0,24 0,7 0,6 60 30 
7 2 800 80 0,20 0,30 0,22 0,8 0,7 70 20 
8 1 900 90 0,24 0,32 0,18 0,9 0,1 80 10 
9 7 1000 100 0,28 0,22 0,20 0,6 1,0 90  0 
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Рис. 8 
 

Указания к выполнению задачи 2 
 
1. Определить скручивающие моменты, приложенные к шкивам, по 

формулам: 

n
NNM

π
=

ω
=

30
1 ;              12 ММ = . 

2. Построить эпюру крутящих моментов, изобразив предварительно 
схему вала с приложенными крутящими 
моментами. 

3. Найти окружные усилия на шки-

вах: 1 2
1 2

2 2;    M Mt t
D D

= = . 

4. Определить давления со стороны 
шкива на вал: 2211 3   ;3 tFtF == . 

5. Составить расчетную схему ва-
ла. Силы натяжения привести к оси вала, 
разложив их на составляющие по осям у 
и z. 

Разложить силы давления на вал на 
составляющие по осям координат и вы-
числить составляющие 

ixF  и 
iyF (рис. 9). 

6. Рассматривая вал как балку на двух опорах в вертикальной и гори-
зонтальной плоскостях (изобразить соответствующие схемы с нагрузкой), 
определить реакции опор и построить эпюры изгибающих моментов для 
вертикальной и горизонтальной плоскостей  Мz  и  Мy. 

М1 

Шкив А 
М2

Шкив В 

Т1=2t1 

α1 

t1 

Т2=2t2 

t2 
α2 

Fx1 

Fy1 F1 

α1 

x 

y 

Рис. 9 
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7. Построить эпюру суммарных изгибающих моментов, используя 

значения  Мz  и  Мy в характерных точках: 22
изг iii yz МММ += . 

8. Сравнить эпюры крутящих и суммарных изгибающих моментов и 
определить опасное сечение вала. Максимальный приведенный момент в 
опасном сечении по третьей теории прочности вычислить по формуле 

 

2
кр

2
изгmax МММ +=ΙΙΙ . 

9. Из условия прочности [ ]σ≤=σ
ΙΙΙ

W
M max

max , где 
32

3dW π
= , подоб-

рать диаметр вала и округлить до ближайшего стандартного. 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. Какие напряжения возникают в поперечном сечении вала круглого 
сечения при изгибе с кручением? 

2. Как находят опасные сечения вала круглого поперечного сечения 
при изгибе с кручением? 

3. Как определяют величину приведенного момента (по различным 
теориям прочности) при изгибе с кручением? 

4. Как проводят расчет на прочность вала круглого сечения при из-
гибе с кручением? 
 

Задание № 4 
 

РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ 
МЕТОДОМ СИЛ 

 
Задача. Для заданной статически неопределимой рамы (рис. 10)  

требуется: 
1. Определить степень статической неопределимости рамы. 
2. Выбрать рациональную основную систему. 
3. Записать канонические уравнения в общем виде. 
4. Построить эпюры изгибающих моментов от единичных сил iМ  и  

внешней нагрузки FM  в выбранной основной системе. 

5. Вычислить все перемещения, входящие в канонические уравнения, 
и решить систему полученных уравнений относительно неизвестных. 
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6. Построить окончательные эпюры изгибающих моментов М, попе-
речных сил Q и продольных сил N. 

7. Проверить правильность построения окончательных эпюр. 
Данные для расчета и схему рамы взять из табл. 8 по шифру вариан-

та, выданного преподавателем. Принять жесткость при изгибе каждого 
элемента рамы EJ = const. 
 

Таблица 8 
 

I II III IV Шифр 
вариан-

та 
Номер 
схемы 

F, 
кН q, кН/м l1, м l2, м h1, м h2, м 

0 10 15 5 2,0 2,2 2,0 2,5 
1 9 18 6 1,5 2,1 3,0 2,4 
2 8 20 7 1,6 2,0 4,0 2,3 
3 7 24 8 1,8 1,4 2,4 2,2 
4 6 30 9 2,2 1,5 2,8 2,1 
5 1 35 10 1,9 2,0 3,2 2,0 
6 2 25 5 1,7 1,8 3,6 2,3 
7 3 16 6 1,5 1,9 2,4 2,5 
8 4 32 7 2,0 1,6 2,2 2,6 
9 5 28 8 1,8 2,1 2,0 2,8 

 
Указания к выполнению задания № 4 

 
Одним из методов расчета статически неопределимых систем явля-

ется метод сил, в котором за неизвестные принимаются реакции «лишних» 
связей системы (такой, в которой все реакции связей не могут быть найде-
ны из уравнений статики). Предлагается следующий порядок расчета. 

1. Расчет плоской системы начинается с вычисления степени стати-
ческой неопределимости п. Для простых систем 3−= iRn , где iR  – коли-

чество реакций, возникающих в опорах системы, 3 – число уравнений ста-
тики для плоских систем.  

2. Выбрать основную систему метода сил, то есть любую статически 
определимую систему, полученную из заданной путем отбрасывания  
«лишних» связей.  
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Рис. 10 
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При выборе основной системы можно удалять опорные связи, вво-
дить дополнительные шарниры (каждый однократный шарнир устраняет 
одну связь). Важно помнить, что основная система должна быть геометри-
чески неизменяемой. Рациональной является основная система, позво-
ляющая наиболее простым способом построить эпюры изгибающих мо-
ментов. 

3. Канонические уравнения метода сил для п неизвестных имеют вид 
 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

2 1 2 2

0
0

                      
0.

n n F

n n F

n n nn n nF

Х Х Х
Х Х Х

Х Х Х

δ + δ + + δ + ∆ =⎧
⎪ δ + δ + + δ + ∆ =⎪
⎨
⎪
⎪ δ + δ + + δ + ∆ =⎩

…
…

… … … … … … … … … … … …
…

 

 
где ikδ  – перемещения i-й точки от k-го единичного воздействия, iF∆  – 

перемещения i-й точки от заданного внешнего воздействия (грузовые пе-
ремещения), iХ  – неизвестные реакции отброшенных связей. 

4. Построить эпюры изгибающих моментов (для машиностроитель-
ных специальностей эпюры строятся на сжатых волокнах) в выбранной 

основной системе: единичные эпюры iM  строят в предположении, что 

1=iХ , а грузовую эпюру МF  строят от заданной внешней нагрузки. 

5. Все коэффициенты системы канонических уравнений определяют 
с помощью интеграла Мора 

 

i k
ik

M M dх
EJ

δ =∑∫  и ∑∫=∆ dх
EI
MM Fi

iF . 

 
Здесь интегрирование выполняется в пределах длины участка перемноже-
ния, суммирование – по количеству перемножаемых участков. Предпола-
гается, что в пределах участка перемножения жесткость EJ постоянна. Для 
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нахождения интегралов в случае прямолинейных стержней с постоянной 
жесткостью удобно использовать правило Верещагина 
 

∫ ω=
l

ki ydxMM
0

.ц.т , 

 

где ω – площадь криволинейного участка перемножаемой эпюры, уц.т. – 

ордината, взятая из другой перемножаемой эпюры и лежащая под центром 
тяжести первой. В результате перемножения получаем знак «+», если пе-
ремножаемые участки эпюр расположены по одну сторону от базисной 
линии, и знак «–», если по разные стороны. 

6. Решить систему канонических уравнений относительно неизвест-

ных Хi. 

7. После нахождения неизвестных iX  окончательную эпюру изги-

бающих моментов в первоначально заданной системе строят на основании 
принципа независимости действия сил следующим образом: 

Fnn MXMXMXMM ++++= …2211 , 

где ii XM  – эпюры, построенные в основной системе от найденных значе-

ний неизвестных Хi. Эти эпюры получаются в результате умножения по-

строенных ранее (см. п. 4) эпюр iM  на найденные величины неизвестных 

iX . С учетом найденных реакций и заданной нагрузки можно найти ос-

тавшиеся реакции из уравнений статики. После их нахождения эпюры по-
перечных Q и продольных N сил строят в соответствии с общепринятыми в 
курсе сопротивления материалов правилами. 

8. Выполнить деформационную и статическую проверки.  
Деформационная проверка эпюры М:  

∑∫ = 0dx
EJ

MMi  
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или  

∑∫ = 0dx
EJ

MM S , 

где SM  – суммарная эпюра изгибающих моментов, построенная в основ-

ной системе от одновременного воздействия всех единичных воздействий. 

Статическая проверка эпюр Q и N: 
⎩
⎨
⎧

=

=

∑
∑

0
0

Y
Х

, то есть система под 

воздействием внешней нагрузки и опорных реакций должна находиться в 
равновесии.  

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Какие системы называют статически неопределимыми? 
2. Как вычисляют степень статической неопределимости системы? 
3. Что представляет собой основная система? 
4. Напишите  систему канонических  уравнений для п неизвестных 

(п = 1; 2; 3).  
5. Что означают величины ,   ,   ,   i ii ik iFX δ δ ∆ ? 
6. Как определяют коэффициенты и грузовые члены системы кано-

нических уравнений? 
7. Назовите порядок построения окончательной эпюры изгибающих 

моментов. 
 

 
Задание № 5 

 
РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ УДАРЕ 

 

Задача. На стальную балку ( )МПа  102 5⋅=Е  квадратного попереч-
ного сечения, показанную на рис. 11, с высоты h падает груз Q. Требуется: 

1. Найти наибольшее нормальное напряжение, возникающее в балке 
от удара. 
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2. Подобрать размер квадратного поперечного сечения из условия 
прочности. Принять допускаемое напряжение [ ] 160σ =  МПа. 

Данные взять из табл. 9. 
 

Таблица 9 
 

I II III IV 
Шифр 
варианта Номер 

схемы 
Q, кН l1, м  l2, м a, м h, м 

1   5 0,8 1,5 2,0 0,4 0,20 
2   6 1,1 1,6 2,2 0,5 0,18 
3   7 1,2 1,7 2,4 0,6 0,16 
4   8 0,9 1,8 2,1 0,7 0,14 
5   9 0,6 1,9 2,3 0,8 0,15 
6 10 0,8 2,0 1,9 0,5 0,10 
7   1 0,5 2,1 1,8 0,4 0,12 
8   2 0,7 2,2 1,7 0,6 0,22 
9   3 0,9 1,8 1,6 0,8 0,16 
0  4 1,1 2,0 1,9 0,5 0,20 

 

 
Указания к выполнению задания № 5 

 

Ударом называется взаимодействие тел, при котором за очень малый 
промежуток времени скачкообразно возникают конечные изменения ско-
рости этих тел. Приближенный расчет на ударное воздействие проводится 
при допущении, что упругая конструкция является безмассовой и что со-
ударения происходят мгновенно и являются идеально неупругими (то есть 
соударение происходит без отскока). 

Ударное воздействие – это пример динамического воздействия. В 
сопротивлении материалов предполагается, что при ударной нагрузке в 
элементах конструкции возникают только упругие деформации, поэтому 
возникающие нормальные напряжения в балке от ударного воздействия 
определяют следующим образом:  
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Рис. 11 
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стддσ σ= к , 

где кд – коэффициент динамичности, показывающий, во сколько раз дина-

мическое воздействие превышает статическое, 
zW

Мmax
ст =σ  – статическое 

напряжение в балке. 
Предлагается следующий порядок выполнения задания. 
1. Загрузить заданную балку условной статической силой, равной ве-

су падающего груза (F = Q), и построить эпюру изгибающих моментов МF 
(на сжатых волокнах). 

2. Загрузить заданную балку вспомогательной единичной статиче-
ской силой, приложенной в точке падения груза, и построить эпюру М . 

3. Определить статическое перемещение ∆ст, то есть прогиб балки 
под статически приложенной силой F, как результат перемножения эпюр 

МF и М : 

dx
EJ

MM F∑∫=∆ст . 

В случае прямолинейных стержней с постоянной жесткостью удобно 
вместо перемножения эпюр использовать правило Верещагина (см. прил. 7). 

4. Определить коэффициент динамичности по приближенной фор-

муле 
ст

д
2
∆

=
hк , где h – высота падения груза. 

5. Вычислить наибольшее статическое напряжение в балке, исполь-

зуя формулу нормальных напряжений при изгибе 
z

z
W

M max
ст =σ , где 

6

3bWz =  – момент сопротивления квадратного сечения при изгибе (b – сто-

рона квадрата). 
6. Вычислить динамическое напряжение в балке под действием па-

дающего груза стддσ σ= к . 
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7. Из условия прочности балки по нормальным напряжениям при 
действии динамической нагрузки [ ]σ≤σд  подобрать значение стороны 

квадратного сечения стержня. 
8. Выполнить проверочный расчет, используя точную формулу для 

вычисления коэффициента динамичности 
ст

д
211
∆

++=
hк . 

При этом следует найти фактическое динамическое напряжение под 
действием падающего груза (см. п. 6) и проверить выполнение условия 
прочности (см. п. 7). Если условие прочности выполняется (допустимая 
максимальная величина погрешности  ±5 %), найденный в п. 8 размер по-
перечного сечения принимается. В противном случае необходимо подоб-
рать новое значение параметра поперечного сечения и повторить расчет. 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. Какие нагрузки называют статическими, какие динамическими? 
2. Какое явление называют ударом и результатом чего оно является? 
3. Что называют коэффициентом динамичности при ударе? Запишите 

формулу. 
4. Как определяют величину статического перемещения? 
5. Как определяют напряжения при ударе? 
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ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЙ 
 

Пример выполнения задания № 1 
 

Пример 1 (задача 1). Для заданного симметричного сечения (рис. 12) 
требуется определить:  
– положение центра тяжести; 
– положение главных центральных осей; 
– главные центральные моменты инерции. 
 

Решение 
 

1. Заданное сечение изображаем в масштабе (см. рис. 12). Размеры 
сечения на рисунке даны в сантиметрах. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 12 

 

2. Разбиваем сечение на три части: 
– фигура 1 – прямоугольник 16 с × 10 см; 
– фигура 2 – полукруг с радиусом R = 5 см; 
– фигура 3 –  равнобедренный  треугольник  с  высотой 6 см и основанием 
8 см (вырез). 

3. Показываем на рисунке центры тяжестей всех простых фигур     
(см. прил. 2). 
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Центр тяжести прямоугольника С1 находится на пересечении его 
диагоналей, отрезок оС1 = 5 см.  

Центр тяжести полукруга находится на расстоянии 

12,2
14,33
54

3
4

22 =
⋅
⋅

=
π

=
RСо  см от его горизонтального диаметра. 

Центр тяжести треугольника – на расстоянии 
3
1  высоты от основа-

ния, то есть оС3 = 2 см. 
Проводим центральные оси простых фигур zi, yi. Выбираем вспомо-

гательные оси z и у, совместив ось z с нижним основанием сечения, а ось – 
у – с осью симметрии сечения. Определяем координаты центров тяжести 
простых фигур в осях z, y.  
Ci (zi, yi) : С1 (0; 5) 

С2 (0; 12,12) 
С3 (0; 2) 

4. Находим площади простых фигур: 
1601016111 =⋅== hbА см2; 

25,39514,3
2
1

2
1 22

2 =⋅⋅=π= RA  см2; 

2468
2
1

2
1

333 =⋅⋅== hbA  см2. 

Определяем координаты центра тяжести заданного сечения относи-
тельно осей  z,  y (расчет ведем с точностью до десятых долей сантиметра): 

0=Cz  – центр тяжести симметричного сечения лежит на его оси симметрии. 

7
2425,39160

22412,1225,395160

321

332211

1

1 =
−+

⋅−⋅+⋅
=

−+
−+

==

∑

∑

=

=
AAA

yAyAyA

A

yA
y n

i
i

n

i
ii

C  см. 

5. На рисунке показываем центр тяжести сечения С и проводим 
главные центральные оси zС  и yС. Находим координаты центров тяжести 
простых фигур в этих осях: Ci (zi, yi) : С1 (0; –2); С2 (0; 5,12); С3 (0; –5). Да-
лее показываем на рисунке расстояния между центральными осями про-
стых фигур zi и главной центральной осью сечения zС . 

6. Для каждой простой фигуры определяем осевые моменты инерции 
относительно их центральных осей zi, yi: 
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1333
12
1016

12

33
11

1 =
⋅

==
hb

J z см4;  3413
12

1016
12

3
1

3
1

1 =
⋅

==
hb

J y  см4; 

69511,011,0 44
2 =⋅== RJ z  см4;  245

8
514,3

8

44

2 =
⋅

=
π

=
RJ y  см4; 

48
36
68

36

33
33

3 =
⋅

==
hb

J z см4;  64
48

68
48

3
3

3
3

3 =
⋅

==
hb

J y  см4. 

Так как все простые фигуры имеют ось симметрии, то их центробеж-
ные моменты инерции ii yzJ  равны нулю. 

7. Находим осевые моменты инерции заданного сечения относитель-
но главных центральных осей, то есть главные центральные моменты 
инерции: 

( ) ( )( ) ( )
( )( )

22 2

1
2 4

1333 2 160   69 5,12 39,25

48 5 24 2423  см ,

С i i

n
z z ic

i
J J y A

=
= + = + − ⋅ + + ⋅ −

− + − ⋅ =

∑
 

.см  3594642453413 4

1

2 =−+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += ∑

=

n

i
icуу AzJJ

iiС  

На этом расчет геометрических характеристик симметричного сече-
ния заканчивается. Найденные оси zС, yС являются главными центральны-
ми осями заданного сечения, а осевые моменты инерции сечения относи-
тельно этих осей СzJ  и СуJ  являются главными центральными момента-

ми инерции заданного симметричного сечения. Результаты записываем в 
виде ответа. 
 

Ответ: 
– положение центра тяжести С заданного сечения и главные централь-
ные оси zС и  yС показаны на рисунке (см. рис. 12); 

– главные центральные моменты инерции сечения: 2423=CzJ см4;  

3594=CyJ  см4. 

Пример 2 (задача 2). Для заданного несимметричного плоского се-
чения, составленного из прокатных профилей швеллера № 20 (рис. 13) и 
неравнополочного уголка № 100 × 63 × 6 (рис. 14), требуется определить: 
– положение центра тяжести; 
– положение главных центральных осей; 
– главные центральные моменты инерции. 
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Решение 
 

1. Необходимые для расчета геометрические характеристики прокат-
ных профилей принимаем по сортаменту прокатных профилей (см. прил.    
3 – 6): 

 

– для швеллера № 20 по ГОСТ 8240-89 

 
h = 200 мм; b = 76 мм; s = 5,2 мм; 
 
t = 9 мм; A = 23,4 см2; Jx = 1520 см4;  
 
Jy = 113 см4; z0 = 2,07 см. 
 

 
 
– для неравнополочного уголка  

№ 100 × 63 × 6 по ГОСТ 8510-86 
 
B = 100 мм; A = 9,58 см2; b = 63 мм;  
 
t = 6 мм; Jx = 98,3 см4; Jy = 30,6 см4;  
 

5,31=xyJ см4; 2,18min =uJ  см4;  

 

;393,0tg =α  x0 = 1,42 см; y0 = 3,23 см. 

1. Заданное сечение изображаем в масштабе (рис. 15). Размеры сече-
ния на рисунке даны в сантиметрах. 

2. Сечение разбиваем на две части: 
– фигура  1 – швеллер № 30; 

– фигура  2 – уголок № 100 × 63 × 6. 
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3. Показываем на рисунке центры тяжестей обоих прокатных профи-
лей (точки C1 и C2) и проводим центральные оси, используя обозначения 
осей, принятые в данном пособии (сравните с обозначениями соответст-
вующих осей в ГОСТах): – для швеллера оси z1 и y1; 

– для уголка оси z2 и y2. 
В качестве вспомогательных осей выбираем центральные оси швеллера z1, 
y1 и определяем координаты центров тяжести обоих профилей в этих осях 
Сi (zi, yi) : C1 (0; 0);  C2 (6,77; –3,49). 

4. Определяем координаты центра тяжести заданного сечения отно-
сительно осей z1, y1: 

97,1
58,94,23

77,658,904,23

21

2211 =
+

⋅+⋅
=

+
+

=
AA

zAzAzC см;

01,1
58,94,23

)49,3(58,904,23

21

2211 −=
+

−⋅+⋅
=

+
+

=
AA

yAyAyC  см. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 15 
 

5. Показываем на рисунке центр тяжести сечения С, проводим цен-
тральные оси zС и yС, параллельные осям z1 и y1, и находим координаты то-
чек C1 и C2 в этих осях Сi (zi, yi) : C1 (–1,97; 1,01) 

  C2 (4,8; –2,48). 
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6. Выписываем из сортамента ГОСТов значения осевых и центро-
бежных моментов инерции швеллера и уголка с учетом принятых обозна-
чений осей:  

– для швеллера № 20:  
1 табл

113z yJ J= = см4,  

1 табл
1520у хJ J= =  см4, 

011 =yzJ . 

– для уголка № 100 × 63 × 6: 
2 табл

30,6z yJ J= =  см4, 

2 табл
98,3у хJ J= =  см4, 

                        5,3122 −=−= xyyz JJ  см4. 

Знак центробежного момента инерции уголка определяем по задан-
ному положению уголка, большая часть пло-
щади которого располагается во второй и 
четвертой четвертях системы осей 222 ycz , 
что соответствует отрицательному центро-
бежному моменту инерции в этих осях      
(рис. 16).  

Центробежный момент инерции нерав-
нополочного уголка можно найти также по 
формуле 

α

−
±=

tg
min

22
uy

yz
JJ

J . 

Подставляя данные, взятые из таблицы ГОСТ 8510-86 (см. прил. 5) 
для нашего уголка, получаем  

5,31
393,0

2,186,30
22 −=

−
−=yzJ  см4. 

Это значение совпадает с принятым выше. 
7. Находим осевые моменты и центробежный момент инерции за-

данного сечения относительно центральных осей zC, yC: 
 

( ) ( ) ( )
( )

1 21 2
2 2 2

1 2
2 4

  113 1,01 23,4

 30,6 2,48 9,58  226,4 см ;

Cz z zc cJ J y A J y A= + + + = + ⋅ +

⎡ ⎤+ + − ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

c2 

z2

y2 

Рис. 16 
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( ) ( ) ( )[ ]
( ) ;см 8,192958,98,43,98

4,2397,11520

42

2
2

2
1

2
2211

=⋅++

+⋅−+=+++= AzJAzJJ czcyyC  

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] .см 1,19258,948,28,45,31

4,2301,197,10
4

222111 2211

−=⋅−⋅+−+

+⋅⋅−+=+++= AyzJAyzJJ yzyzyz CC  

8. Определим положение главных центральных осей заданного сече-
ния: 

( )2 2 192,1
tg2 0,2255;

1929,8 226,4
C C

C C

z y

y z

J
J J

−
α = = = −

− −
 

D7,122 −=α ; D35,6−≅α . 

На рисунке показываем главные центральные оси сечения, отклады-
вая угол α от оси zС по ходу часовой стрелки. 

9. Вычисляем главные центральные моменты инерции заданного се-
чения, при этом учитываем соотношение между осевыми моментами 
инерции относительно осей zС и yС CC yz JJ < : 

( )
( ) ( )

2 2
,

2 2

1 226,4 1929,8  4
2 2 2

1 226,4 1929,8 4 192,1 10781  873,1
2

C C
C C C c

z y
u v z y z y

J J
J J J J

+ +
= − + = +

+ − + − =

∓

∓
 

или   окончательно  205=uJ  см4, 2,1951=vJ  см4. 

10. Выполняем проверку правильности вычислений по формулам: 
а) CC yzvu JJJJ +=+   8,19294,2262,1951205 +=+  

2156,2 = 2156,2; 
 

б) 0cos2sin
2

=α+α
−

= CC
CC

yz
yz

uv J
JJ

J   

( ) ( ) 03,1873,1879755,01,1922200,0
2

8,19294,226
=−=⋅−+−

− . 

Проверка показывает, что вычисления выполнены правильно. 
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Ответ: 

положение центра тяжести заданного сечения и главные центральные 
оси  показаны на рис. 15; главные центральные моменты инерции 

205=uJ  см4, 2,1951=vJ  см4. 

 

Пример выполнения задания № 2 

 

В задании определяют внутренние силовые факторы методом сече-
ний, строят их эпюры и выполняют расчеты на прочность при растяжении – 
сжатии, кручении и изгибе прямого стержня. 

 

Пример 1 (задача 1). Для заданного 
стержня (рис. 17) требуется: 

– изобразить расчетную схему 
стержня; 

– построить эпюры продольной си-
лы Nx и нормального напряжения σx; 

– из условия прочности подобрать 
площадь поперечного сечения стержня А, 
приняв при расчете допускаемое напря-
жение: для стали [ ] 100=σ  МПа, для дере-
ва [ ] 10=σ  МПа.  

Данные для расчета:  

F1 = 14 кН; F2 = 28 кН;   q = 20 кН/м; 
a = 0,6 м. 

 

Решение 
 

1. Необходимо изобразить расчетную схему стержня. На ней пока-
зать нагрузку с указанием численных значений сил, линейные размеры 
стержня. Ось х направим вдоль стержня, поместив начало оси в неподвиж-
ном сечении А (рис. 18, а). 

Рис. 17 

F2 

F1 

a  
2a

 
a  

A 

2,5A 
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Определим реакцию заделки А, составив уравнение равновесия 
стержня в проекциях сил на ось х: 

∑ = 0Х ; 03 21 =+−− ARFaqF ;  

50288,120143 21 =+⋅+−=++−= FaqFRA  кН. 

2. Разбиваем стержень на участки. В нашем случае имеем три участ-
ка: i = 1, 2, 3 – номер участка. 

3. Методом сечений найдем продольную силу ixN на каждом участ-

ке. Мысленно проводим секущую плоскость на каждом участке перпенди-
кулярно продольной оси стержня и составляем расчетную схему отсечен-
ной части стержня. Продольную силу в сечении изобразим по внешней 
нормали, считая ее положительной. При этом можно оставлять нижнюю 
или верхнюю часть стержня. Координата хi определяет положение сечения 
на i-м  участке (см. рис. 18, б). Для отсеченных частей стержня составим 
уравнение проекций сил на ось х и найдем продольную силу на каждом 
участке: 

– участок 1 ( )ах ≤≤ 10 : 011 =+− NqxRA , 

111 2050 xqxRN A +−=+−= , 

50)0(1 −=N  кН; 38)(1 −=aN  кН; 

 

– участок 2 ( )ах 20 2 ≤≤ : 0)( 222 =+−+− NFxaqRA , 

)6,0(2022)( 2222 xFxaqRN A ++−=+++−= , 

10)0(2 −=N  кН; 14)2(2 =aN  кН; 

– участок 3: 031 =− NF ,  1413 == FN  кН. 

По найденным значениям строим эпюру продольной силы (см. рис. 18, в). 

4. Определим нормальные напряжения в поперечных сечениях 
стержня на каждом участке в общем виде: 

– участок 1 ( )ах ≤≤ 10 : 
A

x
A
N

х 5,2
2050 1

1
1

1
+−

==σ , 

AAх
20

5,2
50)0(1 −=

−
=σ ,      

AA
aх

2,15
5,2
38)(1 −=

−
=σ ; 
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– участок 2 ( )ах 20 2 ≤≤    
A

x
A
N

х 5,2
)6,0(2022 2

2
2

2
++−

==σ  

AAх
4

5,2
10)0(2 −=

−
=σ ,      

AA
aх

6,5
5,2

14)2(2 ==σ ; 

– участок 3  ( )30 х а≤ ≤ :  
3

3

3

14
х

N
A A

σ = = . 

Строим эпюру нормального напряжения (см. рис. 18, г) и находим 
наибольшее по абсолютному значению (по модулю) нормальное напряже-

ние 
Ax
20)0(1max =σ=σ . 

5. Из условия прочности определяем площадь поперечного сечения 
стержня 

[ ]σ≤=σ
A
20

max . 

Отсюда 
[ ]

3
4

6
20 20 10  2 10

100 10
A −⋅

≥ = = ⋅
σ ⋅

м2 = 2 см2. 

Численные значения напряжений на участках стержня равны: 

6
4

3
10100

1025,2
1050)0(1 ⋅−=
⋅⋅

⋅
−=σ

−x  Па = – 100 МПа, 

6
4

3
1076

1025,2
1038)(1 ⋅−=
⋅⋅

⋅
−=σ

−
ax Па = – 76 МПа, 

6
4

3
1020

1025,2
1010)0(2 ⋅−=
⋅⋅

⋅
−=σ

−x Па = – 20 МПа, 

6
4

3
1028

1025,2
1014)2(2 ⋅=
⋅⋅

⋅
=σ

−
ax Па = 28 МПа, 

6
4

3
1070

102
1014

3 ⋅=
⋅

⋅
=σ

−x  Па = 70 МПа. 
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Рис. 18 

а) расчетная схема стержня;б) расчетная схема отсеченных частей стержня; 
в) эпюра продольной силы; 

г), д) эпюры нормальных напряжений 

x

F2=28 кН 

F1=14кН 

а 
= 

0,
6 
м

2a
 =

 1
,2

 м
a 

= 
0,

6 
м

A

2,5A q = 20 кН/м 

1 

2 

3 

RA=50 кН A

x x

F1

N3

N1

RA

x 3
 

x 1
 

N2

F2

RA

x 2
 

38

50

10

14

14

Эп. N, кН

14/А

14/А
5,6/А

4/А15,2/А

20/А

Эп. σ, МПа

100

76 20

28 70

70

Эп. σ, МПа

а) б) в) г) д)
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Найденные численные значения указываем на эпюре нормальных 
напряжений (рис. 18, д). 
 

Пример 2 (задача 2). Для заданного вала круглого поперечного се-
чения (рис. 19) построить эпюры крутящего момента Мх и максимального 
касательного напряжения τmax; определить из условия прочности диаметр 
вала, округлив полученное значение до ближайшего стандартного диамет-
ра; найти полный угол закручивания вала, приняв значение модуля сдвига 

стали 4108 ⋅=G МПа. 
Данные для расчета:  М1 = 1,2 кН⋅м,  М2 = 1,8 кН⋅м,  М3 = 1,9 кН⋅м,  

М4 = 1,5 кН⋅м, а = 0,2 м, b = 0,3 м, с = 0,4 м. 

Решение 

1. Изобразим расчетную схему вала в соответствии с данными       
(см. рис. 19, а) и составим уравнение равновесия моментов относительно 
оси х для вала, найдем из него момент заделки МА: 
∑ = 0xM ; 04231 =+−++− AMMMMM , 

15,18,19,12,14231 −=+−−=+−−= MMMMM A  кН. 

Знак «–» означает, что момент заделки МА направлен не против хода часо-
вой стрелки, как предположили вначале, а по ходу часовой стрелки        
(см. рис. 19, а). На расчетной схеме показываем действительное направле-
ние момента заделки МА и в дальнейших расчетах этот знак «–» не учиты-
ваем. 

2. Разбиваем вал на участки. Границами участков являются сечения, 
в которых действуют моменты jМ , 4,,1…=j . Число участков п = 4. 

3. На каждом участке проводим секущую плоскость, для отсеченной 
части вала (левой или правой) составляем уравнение равновесия моментов 
относительно оси х. Из этого уравнения находим значение крутящего мо-
мента ixМ  на соответствующем участке (см. рис. 19, б): 

– участок 1: 01 =− Ax MM ,  

11 == Ax MM  кН⋅м; 
– участок 2: 012 =−− MMM Ax ,  

2,22,1112 =+=+= MMM Ax  кН⋅м; 
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Рис. 19  

a = 0,2 м b = 0,3 м b = 0,3 м c = 0,3 м 

M1 = 1,2 кН⋅м M3 = 1,9 кН⋅м M2 = 1,8 кН⋅м M4 = 1,5 кН⋅м 
х 

432 1 А 

MА = 1 кН⋅м 

х 

Мх1 

МА 
х 

Мх4 М4 

МА М1 

Мх2

х 

х 

Мх3М3 

М1 МА 
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2,2

 

pW
3,0

 

pW
5,1

 

23,5 

52 

7 

35,4 

Эп. Мх, 
кН⋅м 

Эп. τmax  

Эп. τmax, 
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– участок 3: 0313 =+−− MMMM Ax ,  

3,09,12,11313 =−+=−+= MMMM Ax  кН⋅м; 

– участок 4: 044 =−− MM x ,  

5,1144 −=+−= MMM x  кН⋅м. 

По найденным значениям ixМ  строим эпюру крутящих моментов 

(см. рис. 19, в). 
4. Диаметр вала по длине не изменяется, то есть const=d . Поэтому 

наибольшие касательные напряжения в сечениях вала найдем по формуле 

p

x
i W

M i=τmax , где 
16

3dWp
π

=  – момент сопротивления круглого сечения 

при кручении (полярный момент сопротивления). Эпюра наибольших ка-
сательных напряжений в общем виде показана на рис. 19, г. 

5. Опасное сечение вала определяется по эпюре Мх: 
2,2max == xzx MM  кН⋅м. 

Из условия прочности  находим диаметр вала  

[ ]τ≤=τ
p

x
W

M max
max , тогда [ ]

6
6

3
max 1040

1055
102,2 −⋅=
⋅

⋅
=

τ
≥ x

p
M

W м3 = 40 см3  и  

88,5
14,3
401616

33 =
⋅

=
π

= pW
d см = 58,8 мм. 

Округляем найденное значение d до ближайшего большего значения 
стандартного диаметра и окончательно принимаем d = 60 мм, или d = 6 см.  

Находим численные значения наибольших касательных напряжений 
на участках вала при этом значении диаметра определив, что  

4,42
16

614,3
16

33
=

⋅
=

π
=

dW p  см3; 

6
6

3
max 105,23

104,42
1011

1 ⋅=
⋅

⋅
==τ

−p

x
W
M

Па = 23,5 МПа; 

 6
6

3
max 1052

104,42
102,22

2 ⋅=
⋅

⋅
==τ

−p

x
W
M

Па = 52 МПа; 

6
6

3
max 107

104,42
103,03

3 ⋅=
⋅

⋅
==τ

−p

x
W
M

Па = 7 МПа; 
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6
6

3
max 104,35

104,42
105,14

4 ⋅−=
⋅

⋅−
==τ

−p

x
W
M

Па = –35,4 МПа. 

По найденным значениям строим эпюру наибольших касательных 
напряжений (см. рис. 18, д). Из этой эпюры видно, что во всех сечениях 
вала выполняется условие прочности [ ] 55max =τ<τ i МПа. 

6. Углы закручивания на участках вала найдем по формуле 

p

ix
i GJ

lM i=ϕ , где li – длина i-го участка; 4108 ⋅=G МПа – модуль сдвига ста-

ли; 2,127
32

614,3
32

44
=

⋅
=

π
=

dJ p см4 – полярный момент инерции круглого 

сечения вала; 2864 106,1017102,12710108 ⋅=⋅⋅⋅⋅= −
pGJ Н⋅м2 – жесткость 

поперечного сечения при кручении. 
Определим углы iϕ :  

2
2

3
1 102,0

106,1017
2,01011 −⋅=

⋅

⋅⋅
==ϕ

p

к
GJ

аM
рад = 0,11°; 

2
2

3
2 1065,0

106,1017
3,0102,22 −⋅=

⋅

⋅⋅
==ϕ

p

к
GJ

bM
рад = 0,37°; 

2
2

3
3 1012,0

106,1017
4,0103,03 −⋅=

⋅

⋅⋅
==ϕ

p

к
GJ

cM
рад = 0,07°; 

2
2

3
4 1044,0

106,1017
3,0105,14 −⋅−=

⋅

⋅⋅−
==ϕ

p

к
GJ

bM
рад = –0,25°. 

Полный угол закручивания вала, то есть угол поворота сечения В от-
носительно неподвижного сечения А, найдем, суммируя алгебраические 
значения углов iϕ : 

3,025,007,037,011,0
4

1
=−++=ϕ=ϕ ∑

=i
i °. 

 
Пример 3 (задача 3, см. рис. 5, схема а)). Для заданной двухопорной 

балки с консолью (рис. 20) требуется: 
– изобразить расчетную схему балки; 
– построить эпюры поперечной силы Qy и изгибающего момента Mz; 



 51

– из условия прочности подобрать стальную балку двутаврового сечения 
при [ ] 160=σ МПа. 

Данные для расчета:  М = 24 кН⋅м;   q = 15 кН/м;   а = 2 м;  b = 3,6 м; 
с = 1,2 м.  
 

 

 

 

 
 

Рис. 20 
 

Решение 
 
1. В данной задаче рассматривается поперечный изгиб балки. Необ-

ходимо изобразить расчетную схему балки с указанием численных значе-
ний нагрузки и линейных размеров (рис. 21, а). 

Определим реакции опор, составив уравнения моментов относитель-
но точек А и В: 

;0=∑ АМ  ( ) 0
2

=+++− cbRbqbМ B ;  

25,15
2,16,3
2
6,31524

2

2

−=
+

⋅−
=

+

−
=

cb

bqbM
RB кН; 

;0=∑ BМ  ( ) 0
2

=+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− cbRcbqbМ A  

75,38
2,16,3

2,1
2
6,36,31524

2 −=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅−−

=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

=
cb

cbqbM
RА кН. 

Знаки «–» означают, что обе реакции направлены вниз, а не вверх, как 
предположили при составлении уравнений равновесия. На расчетной схе-
ме покажем действительные направления найденных реакций опор. Вы-
полним проверку правильности расчета реакций, составив уравнение рав-
новесия проекций сил на ось у: 

;0=∑Y  0=−− BA RRqb , 

075,3825,156,315 =−−⋅ , 
54 – 54 = 0, то есть реакции опор найдены верно. 

а b c 

M 

q 
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2. Разбиваем балку на участки, число участков равно трем, указыва-
ем их номера (см. рис. 21, а). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 21 

у 

а = 2 м b = 3,6 м c = 1,2 м 

M = 24 КН⋅м 
q = 15 кН/м 

RB = 15,25 кН  RА = 38,75 кН 
А В 
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3. На каждом участке проводим сечение и составляем уравнения рав-
новесия для отсеченных частей (см. рис. 21, б): 
– участок 1 ( )ах ≤≤ 10 : ;0=∑Y  01 =yQ , 

∑ = 0zm ; ;01 =+− zMM  241 == MM z кН⋅м; 
– участок 2 ( )bх ≤≤ 20 : ;0=∑Y  

2 2 0A yR Q qx− − + = , 

22 1575,382 xqxRQ Ay +−=+−= ; 

∑ = 0zm ; 0
2 2

2
2

2 =+−+− zA MxqxRM  

2
1575,3824

2

2
2

2
2
2

22
xxxqxRMM Az +−=+−= ; 

 
– участок 3 ( )cх ≤≤ 30 : ;0=∑Y  03 =− By RQ ,  25,153 == By RQ кН; 

∑ = 0zm ; 
 033 =−− xRM Bz  33 25,153 xxRM Bz −=−= . 

 
По найденным выражениям строим эпюры поперечной силы Qy и из-

гибающего момента Mz (рис. 21, б). При построении эпюры изгибающего 
момента на втором участке необходимо определить положение сечения, в 
котором изгибающий момент принимает экстремальное значение – 

экстр2zM  при изменении знака поперечной силы, то есть при 02 =yQ ,    
022 =+−= qxRQ Aу , 

отсюда  

58,2
15

75,38
2 ===

q
Rx A м. 

Значение 2zM  в этом сечении   

05,26
2

58,21558,275,3824
2

22
2

22 −=
⋅

+⋅−=+−=
qxxRMM Az кН⋅м. 

4. По эпюре Mz находим опасное сечение, в котором изгибающий 
момент имеет наибольшее по модулю значение 

05,26max =zM  кН⋅м 

и составляем условие прочности 

[ ]σ≤=σ
z

z
W

M max
max . 
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Отсюда  

[ ]
6

6

3
max 108,162

10160
1005,26 −⋅=

⋅

⋅
=

σ
≥ z

z
M

W м3 = 162,8 см3. 
 

По ГОСТ 8239-89 подбираем номер двутавровой балки: № 20, 

табл
184zW =  см3. Для этой балки наибольшее напряжение в опасном сече-

нии будет равно 

табл

3
max 6

max 6
26,05 10 141,6 10
184 10

z

z

M
W −

⋅
σ = = = ⋅

⋅
Па = 141,6 МПа, 

что удовлетворяет условию прочности. 
 

Пример 4 (задача 3, см. рис. 5, схема (б)). Для заданной консольной 
балки (консоли) (рис. 22) требуется: 

– изобразить расчетную схему балки; 
– построить эпюры поперечной силы Qy и 

изгибающего момента  Mz; 
– из условия прочности подобрать дере-

вянную балку круглого поперечного сечения при 
[ ] 10=σ МПа. 

Данные  для  расчета:   F = 26 кН;   q = 15 кН/м;    a = 2 м;   b = 3,6 м; 
c = 1,2 м. 
 

Решение 
 

1. Изобразим расчетную схему балки с указанием численных значе-
ний сил и линейных размеров (рис. 23, а). 

Определим реакцию заделки В: 
∑ = 0Y ; ( ) 0=−++ FcaqRB , 

( ) ( ) 222,121526 −=+−=+−= caqFRB кН. 
Знак «–» означает, что реакция RB направлена вниз. 

0=∑ Вт ; ( ) 0
2

=
+

+−+
cacaqFcМВ , 

( ) 6,45
2

2,12152,126
2

)( 22
=

+
+⋅−=

+
+−=

caqFcМВ  кН⋅м – 

момент заделки направлен против хода часовой стрелки. Реакции заделки 
покажем на расчетной схеме балки. 

а с 

В А 

F 

q 

Рис. 22 
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2. Балку разбиваем на два участка. 
3. Методом сечений находим на каждом участке поперечную силу Qy 

и изгибающий момент Мz. Расчетные схемы отсеченных частей балки по-
казаны на рис. 23, б. Из уравнений равновесий, составленных для каждой 
отсеченной части, получим: 

– участок 1 ( )ах ≤≤ 10 : 11 qxQy =− ; 
2

2
1

1
qxM z = ; 

– участок 2 ( )cх ≤≤ 20 : 22 qxRQ By −=− ; 
2

2
2

22
qxxRMM BBz +−= . Здесь 

координата х2 задается справа налево, то есть в сечении В значение  х2 = 0, 
в сечении D значение х2 = c. 

Далее строим эпюры поперечной силы Qy и изгибающего момента Мz. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 23 
 

4. По эпюре Мz находим опасное сечение, в котором изгибающий 
момент Мz достигает наибольшего значения – для нашей балки это сечение 
В, в котором 6,45max =zМ  кН⋅м.  

30 
22 

4 

а = 2 м с = 1,2 м
RВ = 22 кН 

МВ = 45,6 кН ⋅м F = 26 кН

q = 15 кН/м

у 

А D В

х1

Мz1 

Qy1 х2

Qy2 Мz2 

RB

MB

30 

7,5 

45,6 

в) 

б) 

а) 

Эп. Qy, кН 

Эп. Mz, кН⋅м 

1 2 
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Из условия прочности  

[ ]σ≤=σ
z

z
W

M max
max , 

найдем момент сопротивления 

[ ]
6

6

3
max 104560

1010
106,45 −⋅=

⋅

⋅
=

σ
= z

z
M

W м3 = 4560 см3.  

Отсюда диаметр круглого поперечного сечения балки ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ π
=

32

3dWz :  

3 332 32 4560  36zWd ⋅
≥ = =

π π
 см. 

 
Пример выполнения задания № 3 

 
Пример 1 (задача 1). Балка нагружена распределенной силой с ин-

тенсивностью 10=q кН/м и парой сил с моментом 81 =M  кН⋅м, дейст-
вующими в вертикальной плоскости ху, и сосредоточенной силой 

202 =F кН и парой сил с моментом 242 =M  кН⋅м, действующими в гори-
зонтальной плоскости xz. Поперечное сечение балки – прямоугольник с 

соотношением размеров при k > 1 2=
b
h  (вариант 1); при k < 1 5,0=

b
h  (ва-

риант 2). Плоскости действия нагрузки являются главными плоскостями 
балки. При расчете принять допускаемое напряжение [ ] 160=σ  МПа. 

 
Решение 

 

1. Изображаем расчетную схему балки согласно исходным данным. 
На схеме показываем численные значения сил и моментов, линейные раз-
меры балки (рис. 24, а).  

Вычерчиваем поперечное сечение балки в масштабе с учетом соот-

ношения k
b
h
= , вариант 1 – рис. 25, а; вариант 2 – рис. 25, б. 

Определяем реакции опор балки, составляя уравнения равновесия в ко-
ординатных плоскостях xy и xz относительно точек А и В соответственно: 
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– плоскость xy:  

0=∑ AM ; ( ) ( ) 02
2
2 2

1 =++
+

− acRacqM By , 

( ) ( )
18

8,22,1
2

8,22,1108

2
2
2 22

1
=

+

+
+−

=
+

+
+−

=
ac

acqM
RBy кН; 

0=∑ BM ; ( ) ( ) 02
2
2 2

1 =+−
+

+ acRacqM Ay , 

( ) ( )
22

8,22,1
2

8,22,1108

2
2
2 22

1
=

+

+
+

=
+

+
+

=
ac

acqM
RAy  кН. 

– плоскость xz:  
0=∑ AM ; ( ) 0222 =+−+ acRMaF Bz , 

13
8,22,1
244,120

2
22 =

+
+⋅

=
+
+

=
ac
MaFRBz  кН; 

0=∑ BM ; ( ) ( ) 022 22 =+−+++ acRMacaF Az , 
( ) 33

8,22,1
24)8,22,14,1(20

2
2 22 =

+
+++

=
+

+++
=

ac
MacaFRAz  кН. 

На расчетной схеме показываем реакции опор (см. рис. 24, а). 
2. Строим эпюры внутренних силовых факторов: в плоскости ху – 

эпюры поперечной силы Qy и изгибающего момента Mz; в плоскости  xz – 
эпюры поперечной силы Qz  и изгибающих моментов (см. рис. 24, б). Эпю-
ры изгибающих моментов строят на сжатых волокнах. 

3. По эпюрам изгибающих моментов определяем опасные сечения 
балки и выписываем значения моментов (см. рис. 24, б): 
– сечение I: 2,16maxI == zz MM  кН⋅м, 4,23I =yM  кН⋅м; 

– сечение II: 2,11II =zM  кН⋅м, 4,36maxII == yy MM  кН⋅м. 

4. Исходя из соотношения k
b
h
= , согласно своему шифру, изобража-

ем поперечные сечения I и II в масштабе (вид справа на поперечное сече-
ние отсеченной левой части балки) и проставляем знаки нормальных на-
пряжений в четвертях системы осей zy каждого опасного сечения: отрица-
тельные напряжения (сжатие) – в верхней части сечения от момента  Mz 
и в левой части сечения от момента Mу (вариант 1 – рис. 25, а; вариант 2 – 
рис. 25, б). 
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Рис. 24 

 

 

В I

a) 

б) 

F2 = 20 кН 
x 

y 

z 

М1 = 8 кН⋅м 

IIА 

М2 = 24 кН⋅м 

 

RAy = 22 кН 
RAz = 33 кН RBy = 18 кН 

RBz = 13 кН 

   q =10 кН/м 

1,8 м 
22 

18 

Эп. Qy, 
кН 

a = 1,4 м c=1,2 м 2a = 2,8 м 

Эп. Mz, 
кН⋅м 

8 

11,2 
16,2 16 

Эп. Qz, 
кН  

13 

20 

Эп. My, 
кН⋅м 

28 

12,4 

36,4 
23,4 
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Далее находим осевые моменты инерции поперечного сечения:  

– вариант 1: ( ) 4
33

3
2

12
2

12
bbbbhJ z === ; 

612
2

12

433 bbbhbJ y === ;  

4=
y

z
J
J . 

– вариант 2: ( ) 4
33

3
125,0

12
5,0

12
bbbbhJ z === ; 

12
5,0

12
5,0

12

433 bbbhbJ y === ; 

4
1

=
y

z
J
J . 

Для каждого опасного сечения находим угол β, который нейтральная 

линия составляет с осью z: 
y

z
J
J

α=β tgtg , где 
z

y
M
M

=αtg . Результаты расче-

та сводим в табл. 10. 
 

Таблица 10 
 

Вариант 1 Вариант 2 Сече-
ние tg α α,°  tg β β,°  tg α α,° tg β β,° 

I 1,44 55,3 5,78 80,2 1,44 55,3 0,36 19,8 
II 3,25 72,9 13 85,6 3,25 72,9 0,81 31,1 

 
Проводим нейтральные линии в сечениях I и II под углом β к оси z  

через те четверти системы осей zy, в которых знаки нормальных напряже-
ний разные ( )∓  ,±  (см. рис. 24). Опасные точки (оп. т.) располагаются в уг-
лах сечения и отмечены на рис. 25: 
а) сечение I – II  , LК ;  
сечение II – IIII  , LК ; 

б) сечение I – II  , DЕ ;  
сечение II – IIII  , DE . 

Знаки напряжений указаны на рис. 25. 
5. Находим осевые моменты сопротивления поперечного сечения 

балки: 
h
JW z

z
2

= , 
b
J

W y
y

2
= . 
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Вариант 1: 
3

2 3bWz = ; 
3

3bWy = ; yz WW 2= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 25 

β

- - 
-+

+ - ++

α = 55,3° 

β = 19,8° 

α 
β 

н.л. 
z 

b 

h 
= 

0,
5b

 

DI

у 

EI

+ + 

- +--

+-
α

у 

z 

EII

DII

н.л. 

α = 72,9° 

β = 31,1° 

б) 

--
- + 

+- + + 

β

α

у 
н.л. 

KII

LII 

z 

b 

h 
= 

2b
 

Mz = 16,2 
My = 23,4 

α = 72,9° 

β = 85,6° 

α

β

у 

н.л. KI

LI

z 

b 

h 
= 

2b
 

Mz = 11,2 
My = 36,4 

α = 55,3° 

β = 80,2° 

- - 
- + 

+ - + + 

а) Сечение I Сечение II 
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Вариант 2: 
24

3bWz = ; 
12

3bWy = ; 
2
y

z
W

W = . 

Составляем условие прочности 

[ ]σ≤+=σ
y

y

z
z

W
M

W
M

оп.т . 

Вариант 1. 

Сечение I: [ ]σ≤+=σ
y

y

z

z
L W

M
W
M II

I ,  

отсюда  

[ ]
23

6

33
104,8

10160
104,233

2
2,163

3
2

3
I

I

−⋅=
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+

⋅
=

σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≥
y

z M
M

b  м = 8,4 см. 

Сечение II: [ ]σ≤+=σ
y

y

z

z
L W

M
W

M IIII
II ,  

отсюда  

[ ]
23

6

33
1023,9

10160
104,363

2
2,113

3
2

3
II

II

−⋅=
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+

⋅
=

σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≥
y

z M
M

b м = 9,23 см. 

Окончательно выбираем большее значение b:b = 9,23 см; h = 2b = 18,46 см. 
Это и есть искомые размеры поперечного сечения балки. 

Вариант 2. 

Сечение I: [ ]σ≤+=σ
y

y

z

z
D W

M
W
M II

I ,  

отсюда  

[ ]
( ) 23

6

3
3 101,16

10160
104,23122,16241224 II −⋅=

⋅

⋅+⋅
=

σ

+
≥ yz MM

b  м = 16,1 см. 

Сечение II: [ ]σ≤+=σ
y

y

z

z
D W

M
W

M IIII
II ,  

отсюда  

[ ]
( ) 23

6

3
3 104,16

10160
104,36122,11241224 IIII −⋅=

⋅

⋅+⋅
=

σ

+
≥ yz MM

b  м = 16,4 см. 
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Окончательно выбираем бо́льшее значение b: b = 16,4 см; h = 0,5b = 8,2 см. 
Это и есть искомые размеры поперечного сечения балки. 

Проверим правильность вычислений, определив нормальное напря-
жение в опасной точке LII опасного сечения II (вариант 1, k = 2). 

Находим напряжение в этой точке отдельно от каждого из изгибаю-
щих моментов Mz и Mу при расчетном значении размера b = 9,23 см: 

2,524
3
23,92

3
2 33

=
⋅

==
bWz  см3; 1,262

2
== z

y
WW  см3; 

6
6

3
103,21

102,524
102,11

II
⋅=

⋅

⋅
==σ

−z
zM

L W
Mz Па = 21,3 МПа; 

6
6

3
108,138

101,262
104,36

II
⋅=

⋅

⋅
==σ

−y

yM
L W

My Па = 138,8 МПа. 

Полное напряжение в опасной точке LII: 

1,1608,1383,21
IIIIII

=+=σ+σ=σ уz M
L

M
LL  МПа ≈ 160 МПа, 

что соответствует допускаемому напряжению [ ] 160=σ  МПа. 
Проверки в остальных случаях проводятся аналогично. 
Далее строим эпюру напряжений в опасном сечении II (рис. 26). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 26 
 

у 
КII 

LII 

-
z 

Эп. σМ z 

21,3 

138,8 

Эп. σМy 

Эп. σ 

160 

+

н.л. 

β 
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Пример 2 (задача 2). На вал (рис. 27, а), передающий мощность 
54=N  кВт при скорости вращения 270=n  об/мин, насажены шкивы 1 и 2 

(см. рис. 27, б) диаметрами 45,01 =D  м; 72,02 =D  м и углом наклона вет-

вей каждого из ремней, охватывающих шкивы D301 =α ; D702 =α . Требу-
ется определить диаметр вала d .  

При расчете принять 11 2tT = , 22 2tT = , где Т1, Т2 – силы натяжения 
ведущих ветвей, а t1, t2 – силы натяжения ведомых ветвей обоих ремней. 
Расчет выполнять по третьей теории прочности. Линейные размеры вала 
показаны на рис. 27, а. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 27 
 

Решение 
 

1. Изобразить заданный вал согласно исходным данным (см. рис. 27, а). 
Определить скручивающие моменты: 

3
3

1 1091,1
27014,3
10543030

⋅=
⋅
⋅⋅

=
π

=
ω

=
n
NNМ Н⋅м=1,91 кН⋅м; 

t1 
T1 

T2 

t2 

1 2 

B 
A 

z 

y 

x 
α2 = 70° 

а = 0,2 м b = 0,4 м с = 0,3 м 

D2 = 0,72 м 

T2 

t2

70° 

2 

T1 

t1 

D1 = 0,45 м 

30° 

1 

б) 

a) 

α1 = 30° 
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91,112 == MM  кН⋅м. 
2. Определить силы натяжения ремней 

5,8
45,0
91,122

1
1

1 =
⋅

==
D
Mt кН; 

3,5
72,0
91,122

2
2

2 =
⋅

==
D
Mt кН. 

3. Приведем нагрузку к оси вала, то есть переносим силы Т1, t1, Т2, t2 

на ось вала и добавляем к ним пары сил с моментами 
2

11
1

DtM = , 

2
22

2
DtM = . 

Изобразим расчетную схему вала (рис. 28, а). На расчетной схеме 
покажем все силы и моменты. Для сокращения записей обозначим вектор-
ную сумму сил натяжения ремней  Fi:  

5,253 1111 ==+= ttTF кН; 
9,153 2222 ==+= ttTF кН. 

Разложим силы на составляющие по осям у и z: 
– вертикальная составляющая силы F1: 

( ) ( ) 75,1230sin5,825,8sin 1111 =+⋅=α+= DtTF y кН; 

– горизонтальная составляющая силы F1: 

( ) ( ) 08,2230sin5,85,82cos 1111 =+⋅=α+= DtTF z кН; 
– вертикальная составляющая силы F2: 

( ) ( ) 94,1470sin3,523,5sin 2222 =+⋅=α+= DtTF y кН; 

– горизонтальная составляющая силы F2: 

( ) ( ) 44,570cos3,53,52cos 2222 =+⋅=α+= DtTF z кН. 
Определим реакции опор вала, составляя уравнения равновесия мо-

ментов относительно точек А и В в координатных плоскостях ху и xz; най-
денные реакции покажем на расчетной схеме. 

Плоскость ху: 

∑ = 0АМ ; ( ) ( ) 021 =++++−− cbaRbaFaF Byyy , 

( ) ( ) 79,12
3,04,02,0

4,02,094,142,075,1221 =
++

++⋅
=

++

++
=

cba
baFaF

R yy
By кН. 
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Рис. 28  
 

Эп. Мz, кН⋅м 

2,98 
3,84 

х

F1 = 25,5 кН 

F1y = 12,75 кН 

30 ° 

70 °

RAy = 14,9 кН 
RA z= 13,8 кН 

M1 = 1,91 кН·м 

M2 = M1 

F2z = 5,44 кН 

F1z = 20,08 кН 

F2у = 14,94 кН 
F2 = 15,9 кН 

RВy = 12,79 кН 

RВz = 0,83 кН 

z 

у 

а = 0,2 м b = 0,4 м с = 0,3 м 

А 
В

Эп. Мy, кН⋅м  

2,76 

0,25 

Эп. Мx, кН⋅м 

1,91 

б) 

а) 

С D 
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∑ = 0BМ ; ( ) 0)( 21 =+++++− cFcbFcbaR yyAy , 

9,14
3,04,02,0

3,094,14)3,04,0(75,12)( 21 =
++

⋅++
=

++

++
=

cba
cFcbF

R yy
Ay кН. 

Плоскость хz: 

∑ = 0АМ ; ( ) ( ) 021 =+++++− cbaRbaFaF Bzzz , 

( ) ( ) 83,0
3,04,02,0

4,02,044,52,008,2021 =
++

+−⋅
=

++
+−

=
cba

baFaFR zz
Bz  кН. 

 

∑ = 0BМ ; ( ) 0)( 21 =−++++− cFcbFcbaR zzAz , 

8,13
3,04,02,0

3,044,5)3,04,0(08,20)( 21 =
++

⋅−+
=

++
−+

=
cba

cFcbFR zz
Az кН. 

 

4. Строим эпюры изгибающих моментов Mz и Mу, эпюру крутящего 
момента Mх. 

По совокупности внутренних силовых факторов определяем вид де-
формации вала – изгиб в двух плоскостях и кручение. 

5. Определим эквивалентные моменты в сечениях C и D: 

48,491,176,298,2 222222
экв =++=++=

ccc xyzС MMММ  кН⋅м; 

 

3,491,125,084,3 222222
экв =++=++=

DDD xyzD MMММ  кН⋅м. 

Из этих двух значений выберем большее  

maxэкв экв 4,48CM M= =  кН⋅м. 

6. Определяем диаметр вала 

[ ]
23

6

3
3 экв 1025,7

1012014,3
1048,43232 max −⋅=
⋅⋅

⋅⋅
=

σπ
≥

M
d м = 72,5 мм. 

Округлим полученное значение до стандартного, то есть 80=d мм. 
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Пример выполнения задания № 4 
 

Пример. Для заданной статически неопределимой рамы (рис. 29) 
требуется построить эпюры:  

– изгибающих моментов М; 
– поперечных сил Q;, 
– продольных сил N. 
При расчете принять величину жесткости при изгибе постоянной, то 

есть const=EJ . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Решение 
 
1. Вычислим степень статической неопределимости рамы: 

2353 =−=−= ∑ iRп . 
2. Выбираем основную статически определимую систему путем от-

брасывания «лишних» связей (см. рис. 30, а). Действие отброшенных свя-
зей заменяем неизвестными реакциями отброшенных связей Х1 и Х2            

(см. рис. 30, б). Направление этих реакций выбираем произвольно. 
3. Запишем канонические уравнения метода сил для n = 2. 

{ 11 1 12 2 1
21 1 22 2 2

0,
0.

F
F

Х Х
Х Х

δ + δ + ∆ =
δ + δ + ∆ =  

F = 10 кН

q 
= 

6 
кН

/м
 

А В

С

Рис. 29

l1 = 1 м l2 = 1,5 м 

h  
= 

2 
м 
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4. Строим единичные эпюры изгибающих моментов в выбранной ос-
новной системе от действия сил 11 =Х  и 12 =Х (см. рис. 30, в).  

 

    

 

Рис. 30 

Грузовую эпюру МF строим в основной системе от заданной нагруз-
ки. При построении грузовой эпюры удобно воспользоваться принципом 
суперпозиции действия сил. Для этого строим грузовые эпюры изгибаю-
щих моментов от каждого вида внешней нагрузки отдельно: FM ′  – эпюра 
от действия сосредоточенной силы F (рис. 31, а); FM ′′  – эпюра от действия 
равномерно распределенной нагрузки q (рис. 31, б); грузовая эпюра МF по-
лучается сложением построенных эпюр: FFF MMM ′′+′=  (см. рис. 31, в). 

Эпюра изгибающих моментов строится на сжатых волокнах. 
 

   

 
Рис. 31 

 

5. Все коэффициенты канонических уравнений метода сил находятся 
методом Мора, перемножая соответствующие эпюры по правилу Вереща-
гина или с помощью других известных способов вычисления интеграла 
Мора (см. прил. 7). 

а) б) в) 

Эп. М''F
F = 10 кН 

10 
25 

10 

Эп. М'F 

12

12
3

Эп. МF 

13

7

10

2

a) б) в) 

Основная 
система 

Эквивалентная 
система

Х2

Х1 

1,5

Х1 = 1 

Эп. М1 Х2 = 1 

2

2

Эп. М2 

q 

F 
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21 1
11

1,5 1,1252 1,5
6

M M dx
EJ EJ EJ

δ = = ⋅ =∑∫ ; 

 

22 2
22

2 1 8,672 2 2 1,5 2
6

M M dx
EJ EJ EJ EJ

δ = = ⋅ + ⋅ ⋅ =∑∫ ; 

 

1 2
12 21

1 1,5 1,5 2,252
2

M M dx
EJ EJ EJ

⋅
δ = δ = = − = −∑∫ ; 

 

( )1
1

1,5 92 1,5 13 1,5 2
6

F
F

M M dx
EJ EJ EJ

∆ = = − ⋅ ⋅ + ⋅ = −∑∫ ; 

 

( )
2

2
2

1,5 6 22 2 2 10 2 0 2
6 4

F
F

M M dx
EJ EJ

⎛ ⎞⋅
∆ = = − ⋅ ⋅ + ⋅ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

( )
EJEJ

5,24
213222132222

6
5,1

=⋅+⋅−⋅⋅+⋅⋅−+ . 

6. Подставляем найденные значения коэффициентов в систему кано-
нических уравнений и решаем ее относительно неизвестных х1 и х2: 

1 2

1 2

1,125 2,25 9 0,

2,25 8,67 24,5 0

Х Х
EJ EJ EJ

Х Х
EJ EJ EJ

⎧ − − =⎪
⎨
⎪− + + =
⎩

⇒ { 1 2
1 2

1,125 2,25 9,
2,25 8,67 24,5.

Х Х
Х Х
− =

− + = −  

Умножаем первое уравнение почленно на 2, в результате получаем: 

{ 1 2
1 2

     2,25 4,5 18,
2,25 8,67 24,5.

Х Х
Х Х

− =
− + = −  

Складывая почленно эти уравнения, будем иметь 
56,15,617,4 22 −=⇒−= ХХ . 

Тогда  
( ) ( ) 88,4

125,1
56,125,29

125,1
25,29 2

1 =
⋅+

=
+

=
ХХ . 

Полученный знак «–» у неизвестного Х2 указывает на то, что истин-
ная реакция отброшенной связи направлена не влево, как предполагали ра-
нее, а вправо. 
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7. Далее строим эпюру изгибающих моментов в заданной системе 
путем сложения исправленных эпюр изгибающих моментов 11ХМ  и 

22ХМ  с грузовой эпюрой МF  (рис. 31). 
 

   

 

Рис. 31 
 
Выполним деформационную проверку эпюры М. 

( ) +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⋅
+⋅+⋅⋅−=∑∫ 20

4
26102212,52

6
2 2

2
EJ

dx
EJ
MМ  

( ) =⋅+⋅−⋅⋅+⋅⋅−+ 256,2212,5256,22212,52
6

5,1
EJ

 

( ) ( ) 084,384,336,1572,3025,0122048,20
3

1
=−=+−+++−=

EJEJEJEJ
. 

8. Рассмотрим заданную раму под действием внешней нагрузки и 
найденных значений реакций Х1 и Х2 (рис. 32). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

F = 10 кН 

А В 

С 
Х2 = 1,56 кН 

q⋅h = 6⋅2=12 кН 

M = 2,56 кН⋅м 

Х1 = 4,88 кН 
R = 5,12 кН 

H =13,56 кН 

x 

q 
= 

12
 к
Н

/м
 

Рис. 32 

Эп. М1Х1 Эп. М, кН⋅м Эп. М2Х2

Х1 = 4,88 

7,32 

Х2 = 1,56 

3,12 2,56 

10 

5,12 
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Из уравнений статики находим реакции в заделке: 
 

∑ = 0Х ; 02 =−+ HqhХ ,  

56,131256,12 =+=+= qhХH  кН. 
 

∑ = 0Y ; 01 =++− RХF ,  

12,588,4101 =−=−= ХFR  кН. 
 

∑ = 0АМ ; 21 2 12 1 1,5 0,F Х M R⋅ − ⋅ − ⋅ − + ⋅ =  

мкН 56,25,112,512256,1105,111221 2 ⋅=⋅+−⋅−=⋅+⋅−⋅−⋅= RХFM .  
 

Строим эпюры поперечных сил Q и продольных сил N (рис. 33) для 
каждого участка рамы методом сечений, используя правило положитель-
ных направлений: 

 

 

 

 

 

Например, строим эпюры Q и N на участке АВ. 
Мысленно проводим сечение в пределах участка АВ. Отбрасываем 

левую часть участка и заменяем действие отброшенной части неизвестны-
ми положительными направлениями продольной и поперечной сил. 

∑ = 0Х ; 0=+ HN  

13,56N H= − = − кН. 

∑ = 0Y ; 0=+ RQ  

12,5−=−= RQ  кН. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 33 

N N 

Q

Q

Q 

N H = 13,56 кН 

R = 5,12 кН 

5,121 

10 

13,56 

1,56 

Эп. Q, кН Эп. N, кН 

10 

13,56 
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9. Выполним общую статическую проверку равновесия построенных 
эпюр. Рассматриваем раму под действием заданной нагрузки и найденных 
реакций (рис. 34).  
∑ = 0Х ; 056,131256,1 =−+ , 

056,1356,13 =− . 

∑ = 0Y ; 012,588,410 =++− , 
01010 =+− . 

Составим сумму моментов всех сил, например относительно точки С: 
0=∑ СМ ; 10⋅1+12⋅1–2,56 –13,56⋅2+5,12⋅1,5 = 0, 

056,712,2756,21210 =+−−+ , 
068,2965,29 =− , 

003,0 ≈ . 
Погрешность значений последнего уравнения связана с округлением 

расчетов и составляет 
29,68 29,65100 % 0,1 % 5 %

29,65
−

δ = = < , 

что обеспечивает точность инженерных расчетов. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 34 

 
Пример выполнения задания № 5 

 
Пример. На стальную балку (рис. 35, а) квадратного поперечного се-

чения с высоты h = 0,08 м падает груз весом Q = 600 Н = 0,6 кН. 

F = 10 кН 

А 
В 

С 
1,56 кН 

q⋅h = 6⋅2=12 кН 

2,56 кН⋅м 

4,88 кН 5,12 кН 

13,56 кН 
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Требуется: 
1. Найти наибольшее нормальное напряжение в балке. 
2. Подобрать размер квадратного поперечного сечения из условия 

прочности. 

При расчете принять модуль упругости 5102 ⋅=Е МПа, допускаемое 
напряжение [ ] 160=σ  МПа. 

 

Решение 

1. Строим эпюры изгибающих моментов FM  и M  в заданной сис-
теме: FM  – эпюра от действия статически приложенной силы, равной весу 

падающего груза )( QF =  (см. рис. 35, б); M  – вспомогательная эпюра от 
единичной силы, приложенной в точке падения груза (см. рис. 35, в).  

2. Находим статическое перемещение в точке падения груза по пра-
вилу перемножения эпюр 

ст
2 1,6 0,82 600 1 2 480 0,8 2 480 0,8

6 6 6
F

z z z z

M M dx
EJ EJ EJ EJ

∆ = = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =∑∫  

( )
zz EJEJ
2,7074,6148,1228240

6
1

=++=  м. 

3. Вычислим коэффициент динамичности по приближенной формуле 

д
ст

2 2 0,08 0,01504
707,2 / z

z

hк EJ
EJ

⋅
= = =

∆
. 

4. Запишем выражение наибольшего нормального напряжения, воз-
никающего от статического действия силы Q (статическое напряжение σст):  

z
z
W

M max
ст =σ , 

где 
maxy
JW z

z =  – момент сопротивления сечения. 

Для квадратного поперечного сечения со стороной b: 

 
1212

43 bbbJ z == ; 
2max
by = ;  

62
:

12

34 bbbWz == . 
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600max =zM  Н⋅м – максимальное значение изгибающего момента 
на эпюре FM .  

Тогда   33ст
3600

6

600σ
bb

== ,  где  b – неизвестное значение стороны 

квадратного сечения. 

5. Выразим коэффициент динамичности в виде функций от парамет-
ра b.  

Если 5102 ⋅=Е  МПа = 11102 ⋅ Па, то 

225
4

11
д 1940100194,0

12
10201504,0 bbbк =⋅=⋅= . 

6. Из условия прочности [ ]σ≤σmax , где [σ] = 160⋅106 Па подберем 
размер квадратного поперечного сечения. 

Вычислим динамическое напряжение 

6
3

2
стдд 10984,63600 1940σσ

bb
bк === Па. 

Тогда 66 1016010984,6
⋅≤

b
, отсюда  0436,0

160
984,6

=≥b  м. Принимаем 

044,0=b  м. 

Наибольшие возникающие напряжения составят: 

42261458
044,0

3600
3ст ==σ  Па = 42,261  МПа, 

158727273
044,0

10984,6
3

6
д =

⋅
=σ  Па = 159 МПа. 

7. Выполним проверку расчетов.  

Для этого по уточненной формуле вычислим коэффициент динамич-
ности 

ст
д

211
∆

++=
hк . 
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При значении 044,0=b м   8
4

102,31
12
044,0 −⋅==zJ  м4.  

Тогда 62400102,31102 811 =⋅⋅⋅= −
zEJ  Н·м2; 

0113,0
62400

2,707
ст ==∆  м;  

89,4
0113,0

08,0211д =
⋅

++=к . 

Вычислим возникающие нормальные напряжения в поперечном се-
чении балки: 

– статическое 261,42ст =σ  МПа, 

– динамическое 6,206261,4289,4стдд =⋅=σ=σ к  МПа > 160 МПа. 

Таким образом, расчет по уточненной формуле вычисления коэффи-
циента динамичности при значении 044,0=b м приводит к возникновению 
динамических напряжений, значительно превышающих заданное допус-
каемое напряжение. При этом относительная погрешность вычислений со-
ставляет 

% 5% 29% 100
160

1606,206δ >≈
−

= , 

что недопустимо. 

Изменим параметр b.  

Пусть 06,0=b м.  

Тогда 8
4

10108
12
06,0 −⋅==zJ  м4.  

3811 1021610108102 ⋅=⋅⋅⋅= −
zEJ  Н · м2; 

00327,0
10216
2,707

3ст =
⋅

=∆ м; 
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066,8
00327,0

08,0211д =
⋅

++=к . 

Вычислим статическое и динамическое напряжения: 

6
3ст 1067,16

06,0

3600
⋅==σ  Па = 16,67 МПа, 

46,13467,16066,8стдд =⋅=σ=σ К  МПа < [ ]σ . 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 35 

 

 

 

l1 = 2 м l2 = 1,6 м а=0,8м 

 F = Q = 600 Н 

 Эп. М F, Н⋅м 

 Эп. М 

Q 

h 

600 

480 

1,0 

0,8 

1

а) 

б) 

в) 
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Приложение 2 
 

МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ ФИГУР ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРАЛЬНЫХ ОСЕЙ 
 

Фигура А z0 y0 Jz Jy Jzy 

 

bh  
2
b  

2
h

 
12

3bh  
12

3hb  0 

 

 

2
bh  

 

3
b  

 

3
h  

 

36

3bh  

 

36

3hb  

 

72

22hb
−  

 

 

2
bh  

 

2
b  

 

3
h  

 

36

3bh  

 

48

3hb  
 
0 

Круг 

 

4

2dπ

 
2
d  

2
d  

64

4dπ  
64

4dπ  0 

Полукруг 

2

2rπ  2
d  

π3
4r  

 

( )2 49 64

72

rπ
≈

π

−

40,1098 r≈  

8

4rπ  0 

 

b 
z0 z0 

h 
y 0

 
y 0

 

z 

y 

z0 

h 
y 0

 

b 

z 

y 

b 
z0 z0 

h 
y 0

 

z 

y 

r 
h 0

 

d 
z0 z0 

z 

y 

z 

y 

d 
y 0

 
y 0

 

d 
z0 
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Приложение 3 
 

ДВУТАВРЫ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ 
(ГОСТ 8239-89) 

 
 

 
h  –  высота двутавра 

b  –  ширина полки 

s – толщина стенки 

t – средняя толщина полки 

А – площадь поперечного сечения 

I – момент инерции 

W – момент сопротивления 

S – статический момент полусечения 

I  –  радиус инерции 

 
 
 
 

Размеры, мм Номер 
двутавра 

Масса 
1 м, кг h b s t 

А, 
см2 

Ix, 
см4 

Wx, 
см3 

ix, 
см 

Sx, 
см3 

Iy, 
см4 

Wy, 
см3 

iy, 
см 

10 9,46 100 55 4,5 7,2 12,0 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22
12 11,5 120 64 4,8 7,3 14,7 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38
14 13,7 140 73 4,9 7,5 17,4 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,5 1,55
16 15,9 160 81 5,0 7,8 20,2 873 109 6,57 62,3 58,6 14,5 1,70
18 18,4 180 90 5,1 8,1 23,4 1290 143 7,42 81,4 82,6 18,4 1,88
20 21,0 200 100 5,2 8,4 26,8 1840 184 8,28 104 115 23,1 2,07
22 24,0 220 110 5,4 8,7 30,6 2550 232 9,13 131 157 28,6 2,27
24 27,3 240 115 5,6 9,5 34,8 3460 289 9,97 163 198 34,5 2,37
27 31,5 270 125 6,0 9,8 40,2 5010 371 11,2 210 260 41,5 2,54
30 36,5 300 135 6,5 10,2 46,5 7080 472 12,3 268 337 49,9 2,69
33 42,2 330 140 7,0 11,2 53,8 9840 597 13,5 339 419 59,9 2,79
36 48,6 360 145 7,5 12,3 61,9 13380 743 14,7 423 516 71,1 2,89
40 57,0 400 155 8,3 13,0 72,6 19062 953 16,2 545 667 86,1 3,03
45 66,5 450 160  9,0 14,2 84,7 27696 1231 18,1 708 808 101 3,09
50 78,5 500 170 10,0 15,2 100,0 39727 1589 19,9 919 1043 123 3,23
55 92,6 550 180 11,0 16,5 118,0 55962 2035 21,8 1181 1356 151 3,39
60 108 600 190 12,0 17,8 138,0 76806 2560 23,6 1491 1725 182 3,54

 
 
 
 

h 

b 

s 
t 

b – s 
2 

y 

y 

x x 
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Приложение 4 
 

ШВЕЛЛЕРЫ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ 
(ГОСТ 8240-89) 

 
 
h  –  высота швеллера 

b  –  ширина полки 

s – толщина стенки 

t – средняя толщина полки 

А – площадь поперечного сечения 

I – момент инерции 

W – момент сопротивления 

S – статический момент полусечения 

i – радиус инерции 

z0 – расстояние от оси у до наружной грани 

стенки 

 

Размеры, мм Номер 
швеллера 

Масса 
1 м, кг h b s t 

A, 
см2 

Ix, 
см4 

Wx, 
см3 

ix, 
см 

Sx, 
см3

Iy, 
см4 

Wy, 
см3 

iy, 
см 

z0, 
см 

5 4,84 50 32 4,4 7,0 6,16 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,95 1,16
  6,5 5,9 65 36 4,4 7,2 7,51 48,6 15,0 2,54 9 8,7 3,68 1,08 1,24

       8 7,05 80 40 4,5 7,4 8,98 89,4 22,4 3,16 13,3 12,8 4,75 1,19 1,31
10 8,59 100 46 4,5 7,6 10,9 174 34,8 3,99 20,4 20,4 6,46 1,37 1,44
12 10,4 120 52 4,8 7,8 13,3 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8,52 1,53 1,54
14 12,3 140 58 4,9 8,1 15,6 491 70,2 5,6 40,8 45,4 11,0 1,70 1,67
16 14,2 160 64 5,0 8,4 18,1 747 93,4 6,42 54,1 63,3 13,8 1,87 1,80

  16а 15,3 160 68 5,0 9,0 19,5 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2,0
18 16,3 180 70 5,1 8,7 20,7 1090 121 7,24 69,8 86 17,0 2,04 1,94

  18а 17,4 180 74 5,1 5,3 22,2 1190 132 7,32 76,1 105 20,0 2,18 2,13
20 18,4 200 76 5,2 9,0 23,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,20 2,07
22 21,0 220 82 5,4 9,5 26,7 2110 192 8,89 110 151 25,1 2,37 2,21
24 24,0 240 90 5,6 10,0 30,6 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,60 2,42
27 27,7 270 95 6,0 10,5 35,2 4160 308 10,9 178 262 37,3 2,73 2,47
30 31,8 300 10 6,5 11,0 40,5 5810 387 12,0 224 327 43,6 2,84 2,52
33 36,5 330 10 7,0 11,7 46,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59
36 41,9 360 11 7,5 12,6 53,4 10820 601 14,2 350 513 61,7 3,10 2,68
40 48,3 400 11 8,0 13,5 61,5 15220 761 15,7 444 642 73,4 3,23 2,75

 
 

 

h

b 
y 

y 

s 

x x 
z0 

t 

b – s 
2 
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Приложение 5 
 

УГОЛКИ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ НЕРАВНОПОЛОЧНЫЕ 
(ГОСТ 8510-86) 

 
В – ширина большей полки 

b – ширина меньшей полки 

t – толщина полки 

A – площадь поперечного сечения 

I – момент инерции 

i – радиус инерции 

α – угол наклона главной центральной оси 

Ixy – центробежный момент инерции 

х0, у0 – расстояние от центра тяжести до 

           наружных граней полок 
 

Размеры, мм Номер 
уголка 

Мас-
са, 1 
м, кг B b t 

A, 
см2 

Ix, 
см4 

ix, 
см 

Iy, 
см4 

iy, 
см 

Iumin,
см4 

iumin,
см tg α 

Ixy, 
см4 

x0, 
см 

y0, 
см 

5/3,2 2,40 50 32 4 3,17 7,98 1,59 2,56 0,90 1,52 0,69 0,401 2,59 0,76 1,65
7,5/5 4,79 75 50 5 6,11 34,8 2,39 12,5 1,43 7,24 1,09 0,436 12,0 1,17 2,39
9/5,6 6,70 90 56 6 8,54 70,6 2,88 21,2 1,58 12,7 1,22 0,384 22,5 1,28 2,95
10/6,3 
 

7,53 
8,70 
9,87 

100 
 

63 
 

6 
7 
8 

9,58 
11,1 
12,6 

98,3 
113 
127 

3,20 
3,19 
3,18

30,6 
35,0 
39,2

1,79 
1,78 
1,77

18,2 
20,8 
23,4

1,38 
1,37 
1,36

0,393 
0,392 
0,391 

31,5 
36,1 
40,5 

1,42 
1,46 
1,50

3,23 
3,28 
3,32

11/7 10,9 110 70 8 13,9 172 3,51 54,6 1,98 32,3 1,52 0,4 55,9 1,64 3,61
12,5/8 
 

11,0 
12,6 
15,5 

125 
 

80 
 

7 
8 

10 

14,1 
16,0 
19,7 

227 
256 
312 

4,01 
4,0 

3,98

73,7 
83,0 
100 

2,29 
2,28 
2,26

43,4 
48,8 
59,3

1,76 
1,75 
1,74

0,407 
0,406 
0,404 

74,7 
84,1 
102 

1,80 
1,84 
1,92

4,01 
4,05 
4,14

14/9 
 

14,1 
17,5 

140 
 

90 
 

8 
10 

18,0 
22,2 

364 
444 

4,49 
4,47

120 
146 

2,58 
2,56

70,3 
85,5

1,98 
1,96

0,411 
0,409 

121 
147 

2,03 
2,12

4,49 
4,58

16/10 
 

18,0 
19,8 
23,6 

160 
 

100
 

9 
10 
12 

22,9 
25,3 
30,0 

606 
667 
784 

5,15 
5,13 
5,11

186 
204 
239 

2,85 
2,84 
2,82

110 
121 
142 

2,20 
2,19 
2,18

0,391 
0,390 
0,388 

194 
213 
249 

2,24 
2,28 
2,36

5,19 
5,23 
5,32

18/11 
 

22,2 
26,4 

180 
 

110
 

10 
12 

28,3 
33,7 

952 
1123

5,80
5,77

276 
324 

3,12 
3,10

165 
194 

2,42 
2,40

0,376 
0,374 

295 
348 

2,44 
2,52

5,88 
5,97

20/12,5 
 

27,4 
29,7 
34,4 
39,1 

 

200 
 

125
 

11 
12 
14 
16 

 

34,9 
37,9 
43,9 
49,8 

 

1449 
1568 
1801 
2026

6,45 
6,43 
6,41 
6,38

446 
482 
551 
617 

3,58 
3,57 
3,54 
3,52

264 
285 
327 
367 

2,75 
2,74 
2,73 
2,72

0,392 
0,392 
0,390 
0,388 

 

465 
503 
573 
643 

 

2,79 
2,83 
2,91 
2,99

 

6,50 
6,54 
6,62 
6,71

 
 

х0 

у 

t 

α 
u 

u y 
b 

x x 

B 

t y 0
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Приложение 6 
 

УГОЛКИ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ РАВНОПОЛОЧНЫЕ 
(ГОСТ 8509-86) 

 
b – ширина полки  

t – толщина полки  

А – площадь поперечного сечения 

I – момент инерции 

i – радиус инерции 

Ixy – центробежный момент инерции 

z0 – расстояние от центра тяжести  

       до наружной грани полки 

 
Размеры, 

мм 
Номер 
уголка 

 

Масса 

1 м, кг 
 b t 

 

A, 
см2 

Ix, 
см4 

 

ix, 
см 

Ix0max,
см4 

ix0max, 
см 

Iy0min, 
см4 

iy0min, 
см 

|Ixy|, 
см4 

z0, 
см 

5 
 

3,05 
3,77 

 

50 
 

4 
5 
 

3,89 
4,80 

 

9,21 
11,2 

 

1,54 
1,53

 

14,6 
17,8 

 

1,94 
1,92 

 

3,80 
4,63 

 

0,99 
0,98 

 

5,42 
6,57 

 

1,38 
1,42

 
5,6 

 
3,44 
4,25 

 

56 
 

4 
5 
 

4,38 
5,41 

 

13,1 
16,0 

 

1,73 
1,72

 

20,8 
25,4 

 

2,18 
2,16 

 

5,41 
6,59 

 

1,11 
1,10 

 

7,69 
9,41 

 

1,52 
1,57

 
6,3 

 
3,90 
4,81 
5,72 

 

63 
 

4 
5 
6 
 

4,96 
6,13 
7,28 

 

18,9 
23,1 
27,1 

 

1,95 
1,94 
1,93

 

29,9 
36,8 
42,9 

 

2,45 
2,44 
2,43 

 

7,81 
9,52 
11,2 

 

1,25 
1,25 

1,24 
 

11,0 
13,7 
15,9 

 

1,69 
1,74 
1,78

 

7 
 

5,38 
6,39 

 

70 
 

5 
6 
 

6,86 
8,15 

 

31,9 
37,6 

 

2,16 
2,15

 

50,7 
59,6 

 

2,72 
2,71 

 

13,2 
15,5 

 

1,39 
1,38 

 

18,7 
22,1 

 

1,90 
1,94

 
7,5 

 
5,80 
6,89 
7,96 

 

75 
 

5 
6 
7 
 

7,39 
8,78 
10,1 

 

39,5 
46,6 
53,3 

 

2,31 
2,30 
2,29

 

62,6 
73,9 
84,6 

 

2,91 
2,90 
2,89 

 

16,4 
19,3 
22,1 

 

1,49 
1,48 
1,48 

 

23,1 
27,3 
31,2 

 

2,02 
2,06 
2,10

 
8 
 

6,78 
7,36 
8,51 

 

80 
 

5,5 
6 
7 
 

8,63 
9,38 
10,8 

 

52,7 
57,0 
65,3 

 

2,47 
2,47 
2,45

 

83,6 
90,4 
104 

 

3,11 
3,11 
3,09 

 

21,8 
23,5 
27,0 

 

1,59 
1,58 
1,58 

 

30,9 
33,4 
38,3 

 

2,17 
2,19 
2,23

 
9 
 

8,33 
9,64 
10,9 

 

90 
 

6 
7 
8 
 

10,6 
12,3 
13,9 

 

82,1 
94,3 
106 

 

2,78 
2,77 
2,76

 

130 
150 
168 

 

3,50 
3,49 
3,48 

 

34,0 
38,9 
43,8 

 

1,79 
1,78 
1,77 

 

48,1 
55,4 
62,3 

 

2,43 
2,47 
2,51

 

у 
b 

у0 

у0 x0 

x0 

b 

t 
z 0

 

x x 

t 
y 
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Окончание таблицы 
 

Размеры, 
мм 

Номер 
уголка 

 

Масса 

1 м, кг 
 b t 

 

A, 
см2 

Ix, 
см4 

 

ix, 
см 

Ix0max,
см4 

ix0max, 
см 

Iy0min, 
см4 

iy0min, 
см 

|Ixy|, 
см4 

z0, 
см 

10 
 

10,8 
12,2 
15,1 
17,9 

 

100
 

7 
8 
10 
12 
 

13,8 
15,6 
19,2 
22,8 

 

131 
147 
179 
209 

 

3,08 
3,07 
3,05 
3,03

 

207 
233 
284 
331 

 

3,88 
3,87 
3,84 
3,81 

 

54,2 
60,9 
74,1 
86,9 

 

1,98 
1,98 
1,96 
1,95 

 

76,4 
86,3 
105 
122 

 

2,71 
2,75 
2,83 
2,91

 
11 
 

11,9 
13,5 

 

110
 

7 
8 
 

15,2 
17,2 

 

176 
198 

 

3,40 
3,39

 

279 
315 

 

4,29 
4,28 

 

72,7 
81,8 

 

2,19 
2,18 

 

106 
116 

 

2,96 
3,00

 
 

12,5 15,5 
17,3 
19,1 
22,7 

125 8 
9 
10 
12 

19,7 
22,0 
24,3 
28,9 

294 
327 
360 
422

3,87
3,86
3,85
3,82

467 
520 
571 
670

4,87 
4,86 
4,84 
4,82

122 
136 
149 
174

2,49 
2,48 
2,47 
2,46 

172 
192 
211 
248 

3,36
3,40
3,45
3,53

14 19,4 
21,5 
25,5 

140 9 
10 
12 

24,7 
27,3 
32,5 

466 
512 
602

4,34
4,33
4,31

739 
814 
957

5,47 
5,46 
5,43

192 
211 
248

2,79 
2,78 
2,76 

274 
301 
354 

3,78
3,82
3,90

16 24,7 
27,0 
29,4 
34,0 
38,5 

160 10 
11 
12 
14 
16 

31,4 
34,4 
37,4 
43,6 
49,1 

774 
844 
913 
1046
1175

4,96
4,95
4,94
4,92
4,89

1229
1340
1450
1662
1866

6,25 
6,24 
6,23 
6,20 
6,17

319 
348 
376 
431 
485

3,19 
3,18 
3,17 
3,16 
3,14 

455 
496 
537 
615 
690 

4,30
4,35
4,39
4,47
4,55

18 30,5 
33,1 

180 11 
12 

38,8 
42,2 

1216
1317

5,60
5,59

1933
2093

7,06 
7,04

500 
540

3,59 
3,58 

716 
776 

4,85
4,89
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Приложение 7 
 

Способы вычисления интеграла Мора  
 

Способ А.  Верещагина. В системах, состоящих из прямолинейных 

элементов постоянной жесткости, вычисление интеграла вида ∫
l

Fi dxMM
0

 

значительно упрощается с применением способа А. Верещагина: при пе-
ремножении эпюр, одна из которых линейна, а другая имеет произвольное 

очертание, интеграл ∫
l

Fi dxMM
0

 можно вычислить как произведение пло-

щади эпюры произвольного очертания на ординату под ее центром тяже-
сти, взятую из линейной эпюры.  

Таким образом, 

 ∫ ω=
l

Fi ydxMM
0

 .                  (1) 

Разделив обе части равенства (1) на 
жесткость при изгибе EJ, получим 
искомое перемещение 

 ∫ ω==∆
l

Fi
iF y

EJ
dx

EJ
MM

0

1 ,      (2) 

где ω – площадь криволинейной эпю-
ры (рис. 1),  у – ордината, взятая из 
линейной эпюры и лежащая под цен-
тром тяжести первой. 

При перемножении эпюр по правилу Верещагина нужно помнить 
следующее: 

1. Площадь ω подсчитывается для эпюры произвольного очертания, 
ордината у берется  из эпюры прямолинейной.  
В таблице приведены формулы подсчета площадей для наиболее часто 

встречающихся фигур, указано положение центров тяжести данных фигур. 
2. Если обе эпюры прямолинейные, то площадь ω  можно вычислить 

для любой из них, а ординату у взять из другой эпюры. 
3. Произведение ωу считается положительным, если площадь ω и 

ордината у расположены по одну сторону оси стержня, и отрицательным, 
если расположены по разные стороны оси стержня. 

Рис. 1 

ц. т. 

у 

l 
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Заметим, что наиболее простым применение формулы (2) оказывает-
ся в случае, когда одна из эпюр (или обе) постоянна по величине на всем 
участке перемножения. 

 
Правило трапеций. Перемножение эпюр, имеющих вид трапеций 

(рис. 2), можно осуществить по следующей формуле (формуле трапеций):           

                               ( )
0

2 2
6

l
i FM M ldx ac bd ad bc
EJ EJ

= + + +∫ ,                          (3) 

где 2ас – удвоенное произведение ординат перемножаемых эпюр на левом 
конце участка; 2bd – удвоенное произведе-
ние ординат эпюр на правом конце участка; 
ad и bc – произведение ординат, лежащих 
''крест-накрест''. 

Все члены правой части формулы (3) 
взяты с положительным знаком, так как обе 
эпюры на рис. 2 расположены по одну сто-
рону базисной линии. Формула применима 
и в случае, когда одна (или обе) эпюра тре-
угольная. 

Способ  Симпсона. В случае, когда 
одна из эпюр очерчена кривой 1-го, 2-го или 
3-го порядка, а другая эпюра прямолинейна 
(или обе эпюры прямолинейны) (рис. 3), 
можно пользоваться формулой 

( )
0

4
6

l
i FM M ldx aa bb cc
EJ EJ

= + +∫ .  (4) 

Для случая, когда одна из эпюр очер-
чена по квадратной параболе (от действия 
равномерно распределенной нагрузки q) 
(рис. 4), распространенной является следующая ''универсальная'' формула: 

                     ( )
2

0
2 2

6 4

l
i FM M l qldx aa bb ab ba a b
EJ EJ

⎛ ⎞
= + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ,          (5) 

где aa2  – удвоенное произведение крайних левых ординат перемножае-
мых эпюр; bb2  – удвоенное произведение крайних правых ординат пере-
множаемых эпюр; ba  и ab  – произведение левой ординаты первой эпюры 
на правую ординату второй, и наоборот, правой ординаты первой эпюры     
на     левую    ординату    второй. 

а b 

c 
d 

l 

Рис. 2 

ca

l/2

a c

b 

l/2 

b

Рис. 3 
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Абсциссы центра  

тяжести Фигура Площадь 
ω х1 х2 

 

lh l/2 l/2 

 

lh/2 l/3 2l/3 

 

lh/3 l/4 3l/4 

 

lh/4 l/5 4l/5 

 

2lh/3 3l/8 5l/8 

 

2lh/3 l/2 l/2 

 

2lh/3 l/2 l/2 

 

l

h

x1 x2

x2x1

h

l

Квадратная 
парабола 

h

l

x1 x2

Кубическая
парабола 

h

l

x1 x2

h

l

x1 x2 Квадратная 
парабола 

l

h

x1 x2 Квадратная 
парабола 

h

x1 x2

Квадратная 
парабола 
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Последнее слагаемое в скобках учитывает криволинейность одной 
из эпюр (действие равномерно распределенной внешней нагрузки интен-
сивностью q). Если обе эпюры прямолинейные, то это слагаемое равно 
нулю. 

Все члены правой части формулы (5) взяты с положительным зна-
ком, потому что рассматриваемые эпюры 
расположены на одних и тех же волокнах 
(на рис. 4 обе эпюры расположены выше 
базисной линии). Если ординаты эпюр 
расположены по разные стороны от базис-
ной линии, то соответствующие члены 
формулы должны быть учтены с отрица-
тельным знаком. Знак добавки за счет кри-

визны (слагаемое  ( )
4

2 baql + ) определяют из сравнения параболы, рас-

положенной над линией α, соединяющей концевые ординаты криволи-
нейной эпюры, и линейной эпюры. В нашем случае и парабола, располо-
женная над линией α, и прямолинейная эпюра растягивают одни и те же 
(верхние) волокна. 

Заметим, что формула (5) значительно упрощается, если перемно-
жаются треугольные или треугольная и трапециевидная эпюры. 
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